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Résuḿe
Un processus Gamma bivarié est utiliśe pour mod́eliser l’évolution de deux indicateurs de dét́erioration. Dans l’optique de la
mise en place d’une maintenance préventive, le temps optimal entre inspection et intervention est détermińe. Des estimateurs
du maximum de vraisemblance sont calculés en utilisant un algorithme EM et appliqués sur des données ŕeelles de deux
indicateurs de d́et́erioration de voies ferrées. Le temps optimal obtenu en utilisant le modèle bivaríe s’av̀ereêtre plus ŝur que
celui obtenu avec un seul indicateur ou les deux pris sépaŕement, ce qui montre l’intér̂et d’un mod̀ele bivaríe.

Summary
A bivariate gamma process is used to model the development of two deterioration indicators. With the aim to define a preven-
tive maintenance policy, an optimal time between inspection and intervention is computed. Maximum likelihood estimators of
the model parameters are computed, using an EM algorithm. This model is fitted to real data of two railway track deterioration
indicators. The time between inspection and intervention obtained using the bivariate model is safer than the one obtained
with one single indicator or both taken separately, which shows the interest of bivariate models.

Introduction

À la SNCF, la ǵeoḿetrie d’une voie ferŕee est synth́etiśeeà l’aide de diff́erents indicateurs, dont le nivellement longitudinal
(NL) et le nivellement transversal (NT). La politique de maintenance préventive utiliśee actuellement est basée sur le seul NL.
Nous nous proposons de regarder ici si une politique de maintenance baséeà la fois sur le NL et le NT ne serait pas plus
pertinente.
Meier-Hirmeret al.2009 ont mod́elisé l’évolution du NL par un processus Gamma univarié (van Noortwijk 2009). Nous nous
proposons d’utiliser ici un mod̀ele de d́egradation bivaríe croissant pour modéliser l’évolution conjointe du couple (NL, NT).
Le mod̀ele utiliśe est similairèa celui de Buijset al. 2005, òu les auteurs construisent un processus Gamma bivarié par la
méthode de ŕeduction trivaríee (Devroye 1986). Un tel processus admet des processus Gamma univariés comme processus
marginaux. Une fois ce modèle d́efini, nous nous intéressons̀a une politique de maintenance préventive, d́efinie de la manìere
suivante :́etant donńe un niveau de d́egradation observé lors d’une inspection, le problème est de voir comment choisir la date
de la prochaine intervention, de telle sorte que la voie ne se dégrade pas trop (ni NL, ni NT) avant que la prochaine inspection
n’ait eu lieu, et ce, avec une grande probabilité. Les inspections ont lieu d’une façon regulière et sont programḿees en avance.
Les interventions préventives sont̀a planifier d’une manière optimale. D’un ĉoté, les interventions doivent̂etre effectúees
avant que les indicateurs ne dépassent un certain seuil. D’un autre côté, les interventions côutent cher et ne peuvent pasêtre
effectúees en nombre illimit́e.
Nous proposons ensuite des méthodes d’estimation des paramètres du mod̀ele par maximum de vraisemblance, que nous
ajustons̀a nos donńees.
Ces travaux ont d́ejà ét́e pŕesent́es lors du Symposium dédíe à Jan van Noortwijk, qui a eu lieùa Delft le 24 novembre 2009
(Mercieret al.2009).

Le processus Gamma bivaríe

Pour mod́eliser l’évolution conjointe de deux indicateurs de dégradation, nous allons construire un processus aléatoire bivaríe
dont les deux processus marginaux sont des processus Gamma univariés.
Rappelons qu’un processus Gamma univarié (homog̀ene)(Yt)t≥0 de param̀etres(α, b) ∈ R∗2+ est un processus̀a accroisse-
ments ind́ependants tel queYt − Y0 suit la loi GammaΓ (αt, b) de densit́e

fαt,b (x) =
bαt

Γ (αt)
xαt−1e−bx1R+ (x) .



On aE (Yt − Y0) = αt
b et Var(Yt − Y0) = αt

b2 pour toutt > 0 (voir van Noortwijk 2009 pour plus de précisions).

En suivant Buijset al.2005, un processus Gamma bivarié (Xt)t≥0 =
(
X

(1)
t , X

(2)
t

)
t≥0

est construit par ŕeduction trivaríee :

partant de trois processus Gamma univariés ind́ependants
(
Y

(i)
t

)
t≥0

de param̀etres(αi, 1) pour i ∈ {1, 2, 3} et deb1 > 0,

b2 > 0, on d́efinit :

X
(1)
t =

(
Y

(1)
t + Y

(3)
t

)
/b1, et X

(2)
t =

(
Y

(2)
t + Y

(3)
t

)
/b2 pour tout t ≥ 0.

Le processus(Xt)t≥0 =
(
X

(1)
t , X

(2)
t

)
t≥0

est alors un processus homogène en temps̀a accroissements indépendants et est

un processus de Lévy. Les processus marginaux de(Xt)t≥0 sont des processus Gamma univariés de param̀etres respectifs
(ai, bi), où ai = αi + α3 pouri = 1, 2.

Pour tout processus de Lévy bivaríe, le coefficient de corrélation lińeaireρXt
deX(1)

t etX(2)
t est ind́ependant det. Pour le

processus Gamma bivariéXt, on obtient :

ρ = ρXt =
α3√
a1a2

et
α1 = a1 − ρ

√
a1a2, α2 = a2 − ρ

√
a1a2, α3 = ρ

√
a1a2.

Cela implique

0 ≤ ρ ≤ ρmax =
min (a1, a2)√

a1a2
[1]

(voir Devroye 1986 section XI.3 pour des résultats sur les lois Gamma bivariées).
Cela am̀eneà deux paraḿetrisationśequivalentes du processus Gamma bivarié : (α1, α2, α3, b1, b2) et (a1, a2, b1, b2, ρ).
Avec la paraḿetrisation(α1, α2, α3, b1, b2), la densit́e de probabilit́e conjointe deXt estégaleà :

gt (x1, x2) = b1b2

∫ min(b1x1,b2x2)

0

fα1t,1 (b1x1 − x3) fα2t,1 (b2x2 − x3) fα3t,1 (x3) dx3,

=
b1b2e

−b1x1−b2x2

Γ (α1t) Γ (α2t) Γ (α3t)

×
∫ min(b1x1,b2x2)

0

(b1x1 − x3)
α1t−1 (b2x2 − x3)

α2t−1
xα3t−1

3 e−x3 dx3. [2]

Le processus Gamma bivarié ainsi construit n’est pas le seul processus de Lévy admettant comme processus marginaux des
processus Gamma univariés. Son int́er̂et est la connaissance explicite de la densité conjointegt (x1, x2) à chaque tempst.

Politique d’intervention

Pour illustrer l’int́er̂et de la mod́elisation de la section préćedente, nous allons définir une politiqued’interventionen vue d’une
maintenance préventive lorsque l’on dispose de deux indicateurs de dégradation mod́elisés par le processus Gamma bivarié

Xt =
(
X

(1)
t , X

(2)
t

)
construit ci-dessus.

Nous supposons qu’il existe pour chaque indicateur un seuil de dét́eriorationsi (i = 1, 2) tel que le syst̀eme est consid́eŕe
comme trop d́egrad́e siX(i)

t ≥ si.
Le syst̀eme est inspecté à des temps successifs. Au cours d’une inspection deux situations peuvent se produire. Si l’un des
indicateurs est supérieur ouégalà son seuilsi, une maintenance corrective est effectuée. Si les deux indicateurs sont inférieurs
à leurs seuils respectifs,la date de la prochaine intervention préventiveest d́etermińee en fonction de l’́etat de d́egradation
observ́e. Définir une politiqued’interventionconsistèa se donner une ḿethode de choix de la prochaine dated’intervention
qui soit la plus tardive possible pour minimiser les coûts d’intervention. La probabilit́e d’être d́egrad́e à cette date doit̂etre
faible pour minimiser les côuts et les impacts sur la disponibilité de la maintenance corrective. Une fois cette politiqued’in-
terventiondéfinie, il restèa d́ecider des seuils de maintenance préventive pour minimiser un coût global de maintenance. Ce
dernier point n’est pas abordé dans cet article.

Par commodit́e, nous allons prendre comme temps d’inspectiont = 0. Soit0 < ε < 1 une valeur de probabilité donńee. Nous
allons chercher un tempsτB pour la prochaineinterventiontel que :

τB = max
(
τ ≥ 0 tel queP(x1,x2)

(
X(1)

τ < s1, X
(2)
τ < s2

)
≥ 1− ε

)
.



Nous avons

P(x1,x2)

(
X

(1)
t < s1, X

(2)
t < s2

)
= P(0,0)

(
X

(1)
t < s1 − x1, X

(2)
t < s2 − x2

)
,

=
∫ s1−x1

0

∫ s2−x2

0

gt (y1, y2) dy1 dy2,

où gt est la densit́e de probabilit́e deXt (voir [2]). Cette quantit́e est une fonction det continue et strictement décroissante,
doncτB est l’unique solution de l’́equation :

P(x1,x2)

(
X

(1)

τB < s1, X
(2)

τB < s2

)
=
∫ s1−x1

0

∫ s2−x2

0

gτB (y1, y2) dy1 dy2 = 1− ε.

Si l’on ne dispose que d’un indicateur de dét́eriorationX(i)
t , on peut d́efinir de la m̂eme manìere le tempsτ i de la prochaine

interventionpar :

τ (i) = max
(
τ ≥ 0 tel quePxi

(
X(i)

τ > si

)
≥ 1− ε

)
.

Le tempsτ (i) est solution de l’́equation

Pxi

(
X

(i)

τ(i) < si

)
= Faiτ(i),bi

(si − xi) = 1− ε

où Fait,bi
(x) est la fonction de ŕepartition de la loi GammaΓ (ait, bi).

Si l’on dispose des deux indicateursX(1)
t et X(2)

t sans connâıtre leur structure bivariée, il semble raisonnable de prendre
comme date d’intervention

τU = min
(
τ (1), τ (2)

)
,

ce qui s’́ecrit de manìereéquivalente

τU = max
(
τ ≥ 0 tel quePx1

(
X(1)

τ < s1

)
≥ 1− ε et Px2

(
X(2)

τ < s2

)
≥ 1− ε

)
.

Nous avons :

1− ε = P(x1,x2)

(
X

(1)

τB < s1, X
(2)

τB < s2

)
≤ min

(
Px1

(
X

(1)

τB < s1

)
,Px2

(
X

(2)

τB < s2

))
,

ce qui d́emontre queτB ≤ min
(
τ (1), τ (2)

)
= τU .

Notre but est de comparerτB et τU ainsi que de comprendre l’influence de la dépendance entre les deux composantes du
processus surτB . Pour cela nous allons faire des expériences nuḿeriques avec des valeurs de paramètres correspondant aux
valeurs rencontrées dans nos données SNCF.

Avec a1 = 0.03, b1 = 20, ε = 0.5, s1 = s2 = 1 et différentes valeurs poura2, b2, x1, x2, la table 1 donne les valeurs
correspondantes pourρmax (donńe par [1]) et pourτ (1), τ (2), τU .

a1 a2 b1 b2 x1 x2 ρmax τ (1) τ (2) τU

cas 1 0.03 0.03 20 20 0.2 0.2 1 341.12 341.12 341.12
cas 2 0.03 0.03 20 20 0.2 0.5 1 187.32 341.12 187.32
cas 3 0.03 0.04 20 20 0.2 0.2 0.866 341.12 255.84 255.84
cas 4 0.03 0.04 20 20 0.4 0.2 0.841 237.33 255.84 237.33

Table 1 : Quatre jeux de valeurs des paramètresa2, b2, x1, x2,
et les valeurs correspondantes deρmax, τ (1), τ (2), τU .

Les figures 1(a), 1(b), 1(c) et 1(d) représententτB en fonction deρ pour les diff́erents cas de la table 1, ainsi que les valeurs
correspondantes deτU .
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Figure 1 – τB et τU en fonction deρ

On constate que, comme démontŕe ci-dessus,τB ≤ τU et que l’on peut avoir aussi bienτB = τU queτB < τU . Dans ces
figures on observe que, avec tous les autres paramètres fix́es,τB est une fonction croissante deρ. Dans un autre articlèa venir,
nous allons d́emontrer cela th́eoriquement.

En conclusion, l’utilisation d’un mod̀ele bivaríe au lieu de deux modèles univaríes śepaŕes ŕeduit en ǵeńeral le temps de la
prochaineintervention(τB ≤ τU ). Cela signifie que la prise en compte de la dépendance entre les composantes donne des
résultats plus ŝurs. D’autre part, le temps optimal pour la prochaineinterventioncroit avec la d́ependance (τB est une fonction
croissante deρ), ce qui implique que l’erreur faite en considérant les deux processus marginaux sépaŕement (τU ) est d’autant
plus importante que les composantes sont moins dépendantes. Lorsque l’on ne connaı̂t pas la corŕelation, la d́ecision la plus
sûre consiste donc̀a supposer les deux composantes indépendantes et̀a choisir comme temps de la prochaineintervention
τ = τ⊥ où :

τ⊥ = max
(
τ ≥ 0 tel quePx1

(
T (1) > τ

)
Px2

(
T (2) > τ

)
≥ 1− ε

)
.

Estimation des param̀etres

Les donńees disponibles pour l’estimation des paramètres sont des valeurs d’accroissements du processus sur des intervalles
de temps disjoints (intervalles sur une seule trajectoire ou sur différentes trajectoires indépendantes). Les données peuvent

être repŕesent́ees par
(
∆tj ,∆X

(1)
j (ω) ,∆X(2)

j (ω)
)

1≤j≤n
où ∆tj = tj − t′j correspond aux accroissements de temps et

∆X(i)
j = X

(i)
tj

− X
(i)
t′j

aux accroissements marginaux associés (i = 1, 2). Pour desj diff érents, les vecteurs aléatoires(
∆X(1)

j ,∆X(2)
j

)
sont ind́ependants, mais n’ont pas la même loi. Les variables aléatoires∆X(i)

j (i = 1, 2) suivent des

lois Gamma de param̀etres(ai ∆tj , bi). La densit́e de probabilit́e conjointe du vecteur aléatoire
(
∆X(1)

j ,∆X(2)
j

)
estégalà

g∆tj (., .), où t est remplaće par∆tj dans [2].

1 Estimateurs du maximum de vraisemblance
On peut utiliser soit des estimateurs empiriques, soit des estimateurs du maximum de vraisemblance pour estimer les pa-
ramètres du processus Gamma bivarié, comme pour l’estimation des paramètres d’un processus Gamma univarié. Nous avons
choisi d’utiliser la ḿethode du maximum de vraisemblance qui s’est avéŕeeêtre la plus efficace.



Les estimateurs du maximum de vraisemblanceāi et b̄i (i = 1, 2) des param̀etres des processus marginaux sont solutions des
équations (voir Meier-Hirmeret al.2009) :

āi

b̄i
=

∑n
j=1 ∆X(i)

j∑n
j=1 ∆tj

et n∑
j=1

∆tj

× ln

(
āi

∑n
j=1 ∆tj∑n

j=1 ∆X(i)
j

)
+

n∑
j=1

∆tj
(
ln(∆X(i)

j )− ψ (āi ∆tj)
)

= 0,

où

ψ (x) =
Γ′ (x)
Γ (x)

, Γ (x) =
∫ ∞

0

e−uux−1du

pour toutx > 0 (ψ est la fonction Digamma).

Ceci permet d’obtenir des estimateursā1, b̄1, ā2 et b̄2 des param̀etresa1, b1, a2 et b2.

Il resteà estimer un cinquième param̀etre (α3 ouρ) par maximum de vraisemblance sur les données bivaríees. Nous choisissons

d’estimerα3. La fonction de vraisemblance associée aux donńees
(
∆tj ,∆X

(1)
j ,∆X(2)

j

)
1≤j≤n

s’écrit

n∏
j=1

g∆tj
(∆X(1)

j ,∆X(2)
j ).

Vue la forme de la fonctiongt(., .), il semble compliqúe de trouver le maximum de la fonction de vraisemblance directement.

Un algorithme EM (voir Dempsteret al.1977) est alors utiliśe, consid́erant
(
∆Y (3)

j = Y
(3)
tj

− Y
(3)
t′j

)
1≤j≤n

comme donńees

cach́ees.
Pour simplifier les expressions, les valeurs des données

(
∆tj(ω),∆X(1)

j (ω), ∆X(2)
j (ω),∆Y (3)

j (ω)
)

1≤j≤n
sont not́ees(

tj , x
(1)
j , x

(2)
j , y

(3)
j

)
1≤j≤n

, le vecteur aĺeatoire de dimensionn assocíe
(
X

(1)
, X

(2)
, Y

(3)
)

et le vecteur de dimensionn

de donńees associé
(
x(1), x(2), y(3)

)
.

La densit́e de probabilit́e du vecteur aléatoire des donńees compl̀etes
(
X

(1)
t , X

(2)
t , Y

(3)
t

)
estégaleà :

b1b2fα1t,1 (b1x1 − y3) fα2t,1 (b2x2 − y3) fα3t,1 (y3)

=
b1b2

Γ (α1t) Γ (α2t) Γ (α3t)
e−(b1x1+b2x2) (b1x1 − y3)

α1t−1 (b2x2 − y3)
α2t−1

yα3t−1
3 ey3 ,

avec0 ≤ y3 ≤ min (b1x1, b2x2), x1 > 0 etx2 > 0.
Alors la fonction de log-vraisemblanceQ

(
x̄(1), x̄(2), ȳ(3)

)
assocíee aux donńees compl̀etes

(
x(1), x(2), y(3)

)
vaut :

Q
(
x̄(1), x̄(2), ȳ(3)

)
= n (ln (b1) + ln (b2))−

n∑
j=1

(ln Γ (α1tj) + lnΓ (α2tj) + lnΓ (α3tj))− b1

n∑
j=1

x
(1)
j

− b2

n∑
j=1

x
(2)
j +

n∑
j=1

(
(α1tj − 1) ln

(
b1x

(1)
j − y

(3)
j

)
+ (α2tj − 1) ln

(
b2x

(2)
j − y

(3)
j

)
+(α3tj − 1) ln

(
y
(3)
j

)
+ y

(3)
j

)
.

Pour l’algorithme EM, on a besoin de calculer la log-vraisemblance conditionnelle des données compl̀etes sachant les données
observ́ees :

E
(
Q
(
X̄(1), X̄(2), Ȳ (3)

)
|X̄(1) = x̄(1), X̄(2) = x̄(2)

)
= n (ln (b1) + ln (b2))− b1

n∑
j=1

x
(1)
j − b2

n∑
j=1

x
(2)
j

+
n∑

j=1

(
(α1tj − 1) E

(
ln
(
b1x

(1)
j −∆Y (3)

j

)
|∆X(1)

j = x
(1)
j ,∆X(2)

j = x
(2)
j

)
+(α2tj − 1) E

(
ln
(
b2x

(2)
j −∆Y (3)

j

)
|∆X(1)

j = x
(1)
j ,∆X(2)

j = x
(2)
j

)
+(α3tj − 1) E

(
ln
(
∆Y (3)

j

)
|∆X(1)

j = x
(1)
j ,∆X(2)

j = x
(2)
j

)
+E

(
Y

(3)
j |∆X(1)

j = x
(1)
j ,∆X(2)

j = x
(2)
j

))
−

n∑
j=1

(ln Γ (α1tj) + lnΓ (α2tj) + lnΓ (α3tj)) . [3]



Pour calculer les espérances conditionnelles qui apparaissent ci-dessus, on a besoin de la densité de probabilit́e conditionnelle
deY (3)

t sachantX(1)
t = x1, X

(2)
t = x2. Elle estégaleà :

fα1t,1(b1x1−y3)fα2t,1(b2x2−y3)fα3t,1(y3)
Rmin(b1x1,b2x2)
0 fα1t,1(b1x1−x3)fα2t,1(b2x2−x3)fα3t,1(x3) dx3

= (b1x1−y3)
α1t−1(b2x2−y3)

α2t−1y
α3t−1
3 ey3

Rmin(b1x1,b2x2)
0 (b1x1−x3)

α1t−1(b2x2−x3)
α2t−1x

α3t−1
3 ex3 dx3

, [4]

où 0 ≤ y3 ≤ min (b1x1, b2x2), x1 > 0 etx2 > 0.

Le pask de l’algorithme EM consistèa calculer une nouvelle valeurα(k+1)
3 de l’estimateur connaissant la valeur courante

α
(k)
3 en deux́etapes :

– étape 1 : calcul des espérances conditionnelles suivantes en utilisant la densité de probabilit́e [4] avec les valeurs de pa-
ramètresα1 = ā1 − α

(k)
3 , α2 = ā2 − α

(k)
3 , α3 = α

(k)
3 , b1 = b̄1, b2 = b̄2 :

f1

(
j, α

(k)
3

)
= E

(
ln
(
b̄1x̄

(1)
j − Ȳ

(3)
j

)
|X̄(1) = x̄

(1)
j , X̄(2) = x̄

(2)
j

)
,

f2

(
j, α

(k)
3

)
= E

(
ln
(
b̄2x̄

(2)
j − Ȳ

(3)
j

)
|X̄(1) = x̄

(1)
j , X̄(2) = x̄

(2)
j

)
,

f3

(
j, α

(k)
3

)
= E

(
ln
(
Ȳ

(3)
j

)
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– étape 2 : calculerα(k+1)
3 solution enα3 de l’équation :
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tj (ψ (α3tj)− ψ ((ā1 − α3)tj)− ψ ((ā2 − α3)tj))

oùψ est la fonction Digamma.

2 Tests sur des donńees simuĺees
Nous allons tester la ḿethode d’estimation sur des données simuĺees. 500 accroissements de temps(tj)1≤j≤500 sont choisis
aléatoirement de manièreà obtenir des donńees semblables̀a celles de d́et́erioration de voies de chemins de fer (la méthode
propośee sera utiliśee sur ce type de données dans la section«Application à la maintenance des voies de chemin de fer»).
Ensuite, 500 valeurs d’accroissements d’un processus Gamma bivarié correspondant aux accroissements de temps sont simulés
avec les param̀etresa1 = 0.33, a2 = 0.035, b1 = 13.5, b2 = 20 et ρ = 0.5296. Ces param̀etres sont du m̂eme ordre de
grandeur que ceux observés pour la d́et́erioration de la voiéetudíee dans la section«Application à la maintenance des voies
de chemin de fer». Trois śeries de 500 donńees sont simulées ind́ependamment. Les résultats de l’estimation des paramètres
sont donńes dans la table 2, la première colonne correspondant aux vraies valeurs des paramètres, les colonnes suivantes aux
valeurs estiḿees pour les trois séries de donńees. Les valeurs initiales de l’algorithme EM sont différentes pour les trois séries.

Vraies Estimateurs Estimateurs Estimateurs
valeurs série 1 série 2 série 3

a1 0.0330 0.0342 0.0326 0.0340
b1 13.5 14.14 13.16 13.43
a2 0.0350 0.0357 0.0361 0.0385
b2 20 20.25 20.54 21.28
ρ 0.5296 0.5214 0.5257 0.5027

Table 2 : Ŕesultats d’estimations.

On constate que l’estimation deρ obtenue par l’algorithme EM est de bonne qualité. Cet algorithme ne semble pas sensible
aux valeurs initiales, tout au moins siα3 n’est pas trop petit.

Application à la maintenance des voies de chemin de fer

L’ évolution des deux indicateurs NL et NT de la géoḿetrie d’une voie de chemins de fer est modélisée par un processus
Gamma bivaríe.
La figure 2 montre les d́efauts qui sont mesurés par ces indicateurs. Le nivellement (la géoḿetrie) de la voie est mesuré
grâce au TGV de mesure (IRIS320) ou grâceà la voiture MAUZIN avec un pas d’inspection constant fixé en avance et selon
plusieurs niveaux (cf. table 3). Dans le présent article, nous nous intéressons aux indicateurs de MAUZIN synthétiques, qui
résument la qualité de la voie. En effet, les interventions planifiées en fonction de ces indicateurs nécessitent un d́elai avant
intervention (planification, préparation, ...). D’ou l’int́er̂et d’estimer le temps jusqu’à la prochaine interventioǹa l’aide de la
méthodologie propośee dans cet article. Les interventions sur la géoḿetrie de la voie sont notamment le bourrage (compactage
du ballast sous les traverses), le relevage (ajout du ballast neuf) ou le remplacement de ballast.



Nivellement longitudinal (NL) Nivellement transversal (NT)

Figure 2 – D́efauts de nivellement

Type de d́efauts Critères
MAUZIN classique ponctuels sécurit́e
MAUZIN allongé 30 mètres sécurit́e / confort
MAUZIN synthétique 200 / 1000 m̀etres qualit́e

Table 3 : Les indicateurs de la géoḿetrie de la voie

Avec le d́eveloppement de ses systèmes de surveillance, la SNCF dispose de données de plus en plus abondantes, et, pour un
même syst̀eme (ici une voie ferŕee), il arrive fŕequemment que l’on dispose de données multi-varíees líeesà différents indica-
teurs. Ici une base de données tr̀es abondante existe : environ 10 000 données pour le couple (NL-NT), correspondantà une
portion de la lignèa grande vitesse Paris-Lyon. Par ailleurs, ces deux indicateursétant observ́es simultańement lors du passage
d’un véhicule d’inspection (la voiture MAUZIN ou IRIS 320) etétant aḿeliorés lors des m̂emes oṕerations de maintenance,
baser une politique de maintenance préventive sur les deux indicateurs ou sur le seul NL est, d’un point de vue pratique, tout
à fait équivalent. D’òu l’int ér̂et de cettéetude, qui peut permettre de proposer un aménagement de la politique de maintenance
existante tr̀es simplèa mettre en œuvre.

Le processus choisi dans cette article pour la modélisation admet des processus Gamma univariés comme processus margi-
naux, ce qui correspond̀a l’avis des experts concernantà la fois l’indicateur NL et l’indicateur NT (voir Meier-Hirmeret al.
2009 pour le NL).

D’un côté, les interventions doiventêtre effectúees avant que les indicateurs ne dépassent un certain seuil. D’un autre côté,
les interventions côutent cher et ne peuvent pasêtre effectúees en nombre illimit́e. En effet, elles ŕeduisent la disponibilit́e (il
faut du temps pour pouvoir intervenir sur la voie) et la tenueà long terme de la voie ferrée (trop de bourrage par exemple peut
augmenter la vitesse de dégradation de la voie).

En utilisant la ḿethode d’estimation de la section préćedente sur des données provenant de la ligne Paris-Lyon, on obtient les
estimateurŝa1 = 0.0355, b̂1 = 19.19, â2 = 0.0387, b̂2 = 29.72, ρ̂ = 0.5262. Les deux indicateurs, NL et NT, ne sont que
lég̀erement corŕelés. D’apr̀es les ŕeflexions de la section«Le processus Gamma bivarié» il est donc important de tenir compte
du τB .
Les seuils de śecurit́e usuels sonts1 = 0.9 pour NL et s2 = 0.75 pour NT. Avec ces valeurs, les temps de prochaine
interventionτ (1), τ (2) et τB sont repŕesent́es sur la figure 3 en fonction dex2 avecx1 fixé (x1 = 0.4).
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Figure 3 –τ (1), τ (2) et τB en fonction dex2 avecx1 = 0.4



Si l’on ne prend en compte quex1, le tempsentre l’inspection et l’interventionvautτ (1) = 150. Si x2 = 0.4, alorsτ (2) =
152.9, τU = 150 etτB = 134.7. Dans ce cas, la dated’interventionprenant en compte la structure bivariée pour NL et NT est
15 jours plus t̂ot que celle ne prenant en compte que NL. On voit sur la figure 3 que six2 est assez grand (approximativement
suṕerieur à 0.3),τB est significativement plus petit queτ (1). Ainsi pourx2 = 0.5, on aτB = 95.9 (τ (2) = 97.5) et la
diff érence est de 54 jours. Six2 = 0.6, on obtientτB = 47.1 (τ (2) = 47.2) et la différence est de 103 jours. Six2 est dans
une plage autour de0.4 (approximativement entre 0.3 et 0.5),τB est significativement plus petit queτU .
En conclusion, on peut observer que six1 n’est pas trop proche dex2, la valeurτU = min

(
τ (1), τ (2)

)
semble raisonnable,

contrairement̀a la valeur couramment utiliséeτ (1). Si x1 est proche dex2, τU est plus grand queτB et il est raisonnable
d’utiliser τB .

Conclusion

Un processus Gamma bivarié est utiliśe pour mod́eliser l’évolution de deux indicateurs de dét́erioration. Dans l’optique de la
mise en place d’une maintenance préventive, le temps entrel’inspection et l’intervention pŕeventiveest calcuĺe de manìere
optimale en prenant en compte la structure bivariée. On constate que ce temps est une fonction croissante du coefficient de
corŕelation. Il est plus petit lorsque l’on prend en compte la dépendance. Des estimateurs du maximum de vraisemblance des
param̀etres du mod̀ele sont calcuĺes.

Cette mod́elisation est utiliśee sur deux indicateurs de dét́erioration de voies de chemin de fer : le NL et le NT.

Les ŕesultats montrent, comme on pouvait l’attendre, qu’il est plus sécuritaire d’utiliser une politique de maintenance basée
à la fois sur l’observation du NL et du NT. Ils montrent aussi que, plus les indicateurs sont liés, moins la connaissance des
deux (au lieu d’un seul) n’apporte d’information supplémentaire, et moins la différence est importante entre la date de la
prochaine intervention liéeà un seul oùa deux indicateurs.A contrario, moins les indicateurs sont liés (età l’extrême limite
indépendants), plus il faut̂etre attentif au niveau des deux et non pas d’un seul. Dans le cas des voies ferrées, les indicateurs
NL et NT ne sont que partiellement corrélés. Il est donc important de se rendre compte de la différence entreτ (1), le temps
optimal baśe sur un seul indicateur etτB le temps optimal du mod̀ele bivaríe. Dans certaines situations, l’utilisation d’un seul
indicateur peut mener̀a un choix errońe. Ceci montre l’int́er̂et d’utiliser un mod̀ele bivaríe.

Il resteà d́efinir une politique de maintenance optimale. Par exemple, on pourrait définir deux seuils de d́egradation, un pour
chaque indicateur, dont le dépassement lors d’une inspection déclenche une maintenance préventive et choisir ces seuils de
manìereà minimiser le côut total de maintenance et d’inspection.
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