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77454 Marne-la-Valĺee Cedex 2 - France
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Résuḿe
Lorsque les taux de défaillance ou de ŕeparation ne sont pas constants, de petits problèmes a prioríelémentaires comme le calcul de
la disponibilit́e d’un composant ou le calcul de la fiabilité d’un syst̀eme forḿe de deux composants redondants réparables sont des
probl̀emes qui ne semblentêtre ŕesolus qu’en faisant appelà des simulations ou des approximations dépendant du contexte (c’est-à-
dire des valeurs des taux de défaillance et de ŕeparation). Nous proposons ici une nouvelle interprétation de ce type de problèmes
à l’aide du formalisme de la fiabilité dynamique, dont le développement est relativement récent. Un tel formalisme nous permet
non seulement de décrire tr̀es facilement de “petits problèmes” tels que ceux́evoqúes ci-dessus, mais aussi de prendre en compte
d’éventuelles interactions entre les composants (par exemple : redondance passive et pas seulement active, taux de défaillance et de
réparation d́ependant du contexte et pas seulement de l’âge du composant ou de la durée de la ŕeparation en cours). Cette interprétation
nous permet alors d’utiliser des algorithmes numériques que nous avonsétablis dans un cadre très ǵeńeral de fiabilit́e dynamique et qui
peuvent̂etreécrits facilement dans les cas qui nous préoccupent ici.

Abstract
When the failure and repair rates are not constant, some elementary problems of reliability theory (for example computation of the
availability of a component or of the reliability of two redundant components) seem to be solved only using simulations or approxima-
tions related to the context, i.e. mainly the values of the failure and repair rates. We show how the formalism of the dynamic reliability
allows to modelize such problems, including interactions between components, and to develop an algorithm for the computation of the
availability and the reliability of the system.

1. Introduction

Pour le fiabiliste, le comportement du systèmeétudíe se mod́eli-
se par un processus stochastiqueà valeurs dans un espace fini
(lesétats du système) forḿe de deux parties : leśetats de marche
et lesétats de panne. Les transitions,à des instants aléatoires,
entre leśetats, sont quantifíees statistiquementà l’aide des taux
de transition. Ceux-ci d́ependent́evidemment deśetats entre
lesquels s’effectue la transition, maiségalement, dans le cas
de composants avec des taux de défaillance et de ŕeparation
géńeraux, de duŕeesécouĺees. Ces durées sont vues comme les
variables ”physiques” de la fiabilité dynamique. Leśequations
diff érentielles qui ŕegissent leuŕevolution sont particulìerement
simples puisqu’elles correspondentà desévolutions dont les
vitesses sont soit́egales̀a 1 soitégales̀a 0.

Dans le cadre de modèles de fiabilit́e dynamique assez gé-
néraux, en consid́erant le processus forḿe à la fois de l’́etat
du syst̀emeétudíe et des valeurs des variables physiques, nous
avonsétabli deséquations aux d́erivées partielles permettant
d’obtenir les lois marginales de ce nouveau processus ([1]). A
partir de la formulation faible de ceséquations, nous avons pro-
pośe un algorithme de volumes finis pour leur résolution. Un tel

algorithme ńecessite une discrétisation en temps et en espace.
Nous avons d́emontŕe ([2]) que lorsque les pas de discrétisation
tendent vers 0, la solution fournie par l’algorithme converge (en
loi, c’est-̀a-dire dans le bon sens pour le contexte) vers la quan-
tité cherch́ee.

L’adaptation de cet algorithmèa de “petits probl̀emes” de
fiabilité classique fournit une ḿethode originale, facilèa pro-
grammer et math́ematiquement solide, de quantification de tels
mod̀eles (calculs de disponibilité et de fiabilit́e par exemple).

Dans le paragraphe 2, nous donnons la forme géńerale de
l’algorithme de base pour ces “petits problèmes”, puis nous le
modifions pour tenir compte des ordres de grandeurs différents
qui peuvent exister entre taux de défaillance et taux de répara-
tion.

Dans le paragraphe 3, nous explicitons le calcul de la disponi-
bilit é d’un composant de taux de défaillance et de ŕeparation
quelconques dans deux situations : réparation complète et ŕepa-
ration minimale.

Dans le paragraphe 4, nous montrons comment calculer la
disponibilit́e et la fiabilit́e de deux composants en interaction.

Nous concluons dans le paragraphe 5.



2. Le modèle et l’algorithme

2.1. Le mod̀ele

On suppose que le matériel peut se trouver dans un nombre
fini d’ états not́es i, j, . . . . L’ensemble de ceśetats est noté
E. Le taux de transition de l’état i vers l’état j dépend ded
variables ŕeelles positives (les variables physiques), il est noté
a(i, j, (x1, . . . , xd)). Typiquement les variablesxk correspon-
dent auxâges des composants, aux durées des ŕeparations en
cours . . .

Les variables physiquesxk croissent comme le temps, c’est-
à-dire avec vitesse1, ou restent constantes. Lors d’une transi-
tion d’un étatà un autre, certaines de ces variables peuventêtre
remises̀a0.

Par exemple, dans le cas d’un composant avec réparations
parfaites, on prend une seule variable physiqueégaleà la duŕee
écouĺee dans l’́etat courant. Cette variable croit toujours avec
vitesse1 et est remisèa0 à chaque transition.

Dans le cas d’un composant avec réparations minimales, on
a deux variables physiques :x1 est l’âge du composant etx2

est la duŕee écouĺee depuis le d́ebut de la ŕeparation en cours
(lorsqu’il n’y a pas de ŕeparation en cours, la valeur dex2 peut
être choisie arbitrairement, on la prendraégaleà 0). Lorsque
le composant est en marche, la variablex1 croit avec vitesse1
(et par convention la variablex2 resteégaleà 0), et lorsque le
composant est en panne, la variablex1 reste constante (car le
composant est supposé ne pas vieillir pendant la réparation) et
la variablex2 croit avec vitesse1. Lors de chaque transition, la
variablex2 est misèa0, alors que la variablex1 reste inchanǵee.

2.2. L’algorithme de base

On noteC(i, j) l’ensemble forḿe des nuḿeros des variables
physiques qui sont misesà 0 lors du passage de l’étati à l’état
j. On pose

ε(i) = (ε1(i), . . . , εd(i)),

où εm(i) est la vitesse de croissance de la variablexm lorsque
le mat́eriel est dans l’́etati (doncεm(i) ∈ {0, 1}).

L’algorithme que nous allons présenter permet de calculer une
approximation de la loìa l’instantt de l’état du mat́eriel et des
variables physiques. Pour construire cette approximation, on
discŕetise le temps en intervalles de longueurh (intervalles de
la forme[nh, (n+1)h[, n ∈ N) et l’espace d’́etats des variables
physiques en pavés dont les ĉotés sont de longueurh également,
c’est-̀a-dire en pav́es de la forme

Vk = [k1h, (k1 + 1)h[× . . . × [kdh, (kd + 1)h[,

aveck = (k1, . . . kd) ∈ N
d.

La probabilit́e qu’̀a l’instant t, le mat́eriel soit dans l’́etat i
et que les variables physiques soient respectivement dans[xm,
xm + dxm[ est approch́ee, pournh ≤ t < (n + 1)h, par

pn(i, (k1, . . . kd)) dx1 . . . dxd

lorsque(x1, . . . xd) ∈ Vk (aveck = (k1, . . . , kd)). Pour sim-
plifier les notations, on pose

pn(i, (k1, . . . kd)) = pn(i, k).

La probabilit́e qu’̀a l’instantt, le mat́eriel soit dans l’́etati, est
donc approch́ee par

P
(h)
t (i) = hd

∑

k

p[t/h](i, k),

où [t/h] désigne la partie entière det/h. Remarquons que la
somme pŕećedente n’est en ǵeńeral pas une śerie car, si par

exemple le mat́eriel est neuf̀a l’instant initial, les variables phy-
siques sont inf́erieures oúegales̀at à l’instantt, doncp[t/h](i, k)
est nul si l’un deskm est strictement supérieurà [t/h].

On pose :

ā(i, j, k) =
1

hd

∫

Vk

a(i, j, y) dy,

En fait, onécrit l’algorithme pour la quantité

xn(i, k) = hd pn(i, k),

qui est l’approximation pour qu’à l’instantt ∈ [nh, (n + 1)h[,
le mat́eriel soit dans l’́etati et que les variables physiques ap-
partiennent au pavéVk. Nous avons donc :

P
(h)
t (i) =

∑

k

x[t/h](i, k).

Notons ρ0 = (ρ0(i, dx))i∈E la loi initiale : ρ0(i, dx) =
ρ0(i, dx1, . . . dxd) est la probabilit́e qu’̀a l’intantt = 0, le mat́eriel
soit dans l’́etati et que les variables physiques appartiennentà
[x1, x1 + dx1[× . . . × [xd, xd + dxd[.

L’algorithme s’́ecrit :

x0(i, k) =

∫

Vk

ρ0(i, dx),

x̃n+1(i, k) =
xn(i, k − ε(i))

1 + h
∑

j∈E ā(i, j, k)
,

xn+1(i, k) = x̃n+1(i, k) + h
∑

j∈E

∏

m∈C(j,i)

1{km=0}

×
∑

ℓm:
m∈C(j,i)

ā(j, i, ℓk,C(j,i)) x̃n+1(j, ℓ
k,C(j,i))

avec

ℓk,C(j,i)
m =

{

ℓm si m ∈ C(j, i),
km si m /∈ C(j, i).

Dans [2], nous avons montré, dans un cadre beaucoup plus
géńeral, que l’algorithme ci-dessus converge vers la loi cherchée,
lorsqueh tend vers0.

2.3. L’algorithme modifié

Lorsque les taux de défaillance sont petits devant les taux de
réparation, les ŕesultats obtenus ne sont assez précis qu’avec des
pas de temps faibles et des temps de calcul trèsélev́es. Il se pose
également des problèmes de place ḿemoire. Pour pallier ces in-
conv́enients, nous proposons une modification de l’algorithme
de base qui prend en compte les différents ordres de grandeur.
Dans ce nouvel algorithme, la discrétisation deRd que l’on em-
ploie, d́epend de l’́etat du mat́eriel.

Pour chaquéetat i de E, et chaque directionm de R
d, on

se donne un entierq(i,m) suṕerieur ouégal à 1, et pourk =
(k1, . . . , kd) ∈ N

d, on pose :

V i
k =

d
∏

m=1

[km q(i,m)h, (km + 1) q(i,m)h[,

ā(i, j, k) =
1

|V i
k |

∫

V i
k

a(i, j, y) dy,

où |V i
k | désigne le volume du pavéV i

k .



Pour éviter des “redistributions” de massesà l’intérieur des
pav́es, les entiersq sont pris de telle sorte que, si la fonction
a(i, j, ·) n’est pas nulle, alorsq(i,m) = q(j,m) pour m /∈
C(i, j).

On noteξm(i) le vecteur deRd dont la composante nuḿero
m estégaleà εm(i) et dont toutes les autres composantes sont
nulles. Remarquons queε(i) =

∑d
m=1 ξm(i).

Le nouvel algorithme s’écrit :

x0(i, k) =

∫

V i
k

ρ0(i, dx),

x̃n+1(i, k) =
1

1 + h
∑

j∈E ā(i, j, k)
xn(i, k−

∑

m :
n/q(i,m)∈N

ξm(i)),

xn+1(i, k) = x̃n+1(i, k) + h
∑

j∈E

∏

m∈C(j,i)

1{km=0}

×
∑

ℓm:
m∈C(j,i)

ā(j, i, ℓk,C(j,i)) x̃n+1(j, ℓ
k,C(j,i)).

Dire quen/q(i,m) ∈ N signifie quen divisé parq(i,m) est un
entier, c’est-̀a-dire quen est multiple deq(i,m).

En outre, par convention,xn(i, k) = 0 si k < 0.

3. Disponibilit é d’un composant

Nous consid́erons un composant de taux de défaillanceλ et de
taux de ŕeparationµ, ces taux n’́etant pas supposés constants.
Lors d’une d́efaillance, le composant est mis immédiatement en
réparation.

3.1. Ŕeparations parfaites

Nous regardons tout d’abord le cas d’un composant pour lequel
les ŕeparations sont parfaites :à la fin d’une ŕeparation, le com-
posant peut̂etre consid́eŕe comme neuf, c’est-à-dire que son̂age
estégalà0.

Comme nous l’avons mentionné dans le paragraphe 2.1, la
variable physique est la durée pasśee par le composant dans son
état courant, c’est-à-dire sonâge lorsqu’il est en marche (état
1) et la duŕeeécouĺee depuis le d́ebut de la ŕeparation lorsqu’il
est en panne (état0). Cette variable est remisèa 0 à chaque
transition.

Donc :
E = {1, 0}, d = 1,

a(1, 0, x) = λ(x), a(0, 1, x) = µ(x),

ε(1) = ε(0) = 1, C(1, 0) = C(0, 1) = {1}.

On pose :

λ̄(k) =
1

h

(k+1)h
∫

kh

λ(s) ds = ā(1, 0, k),

µ̄(k) =
1

h

(k+1)h
∫

kh

µ(s) ds = ā(0, 1, k).

A l’instant initial le composant est neuf, donc :

x0(1, k) = 1{k=0}, x0(0, k) = 0.

L’algorithme de base s’écrit :

x̃n+1(1, k) =
xn(1, k − 1)

1 + h λ̄(k)
, x̃n+1(0, k) =

xn(0, k − 1)

1 + h µ̄(k)
,

xn+1(1, k) = x̃n+1(1, k) + 1{k=0} h
∑

ℓ≥1

µ̄(ℓ) x̃n+1(0, ℓ − 1),

xn+1(0, k) = x̃n+1(0, k) + 1{k=0} h
∑

ℓ≥1

λ̄(ℓ) x̃n+1(1, ℓ − 1).

A quoi cela correspond dans le cas de taux constants ?
Supposons que pour touts, λ(s) = λ, µ(s) = µ. On pose

zn(i) =
∑

k≥0 pn(i, k) = 1
h

∑

k≥0 xn(i, k). Remarquons que
Pt(i) = h zn(i) est l’approximation, pournh ≤ t < (n + 1)h,
de la probabilit́e que le composant soit dans l’étati à l’instantt.

On obtient :
(

zn+1(1)
zn+1(0)

)

=

(

1
1+λ h

h µ
1+h µ

h λ
1+h λ

1
1+h µ

)

(

zn(1)
zn(0)

)

,

ce qui est de la forme

zn+1 = Mh zn.

Un calcul montre que

(ah + bh)Mn
h =

(

bh + ah(1 − ah − bh)n bh − bh(1 − ah − bh)n

ah − ah(1 − ah − bh)n ah + bh(1 − ah − bh)n

)

,

avec

ah =
hλ

1 + hλ
, bh =

hµ

1 + hµ
.

Nous avons :
(

P
(h)
t (1)

P
(h)
t (0)

)

= h z[t/h] = M
[t/h]
h hz0 = M

[t/h]
h

(

1
0

)

Par conśequent la disponibilit́e à l’instantt est approch́e par

P
(h)
t (1) =

bh

ah + bh
+

ah

ah + bh
(1 − ah − bh)[t/h].

On vérifie facilement quebh/(ah + bh) tend versµ/(λ + µ) et
que(1−ah − bh)[t/h] tend versexp(−(λ+µ)t) lorsqueh tend
vers0. Par suite l’approximation de la disponibilité converge
vers

µ

λ + µ
+

λ

λ + µ
e−(λ+µ)t,

ce qui correspond au résultat de convergence vers la bonne loi,
annonće à la fin du paragraphe 2.2.

On peut interpŕeter l’algorithme de la façon suivante :h zn

est la loi deZn, (Zn)n≥0 étant la chaine de Markov̀a valeurs
dansE = {0, 1}, de probabilit́e de transitionMh et telle que
Z0 = 1. Or cette chaine de Markov est une approximation
du processus markovien de sauts de taux de transitionλ et µ.
En effet, si on discŕetise le temps en pas de longueursh, ce
processus markovien de sauts est approché par une chaine de
Markov dont la probabilit́e de transition de l’́etat1 vers l’état0
est unéquivalent de1−e−λh et dont la probabilit́e de transition
de l’état0 vers l’état1 est unéquivalent de1 − e−µh. Or :

1 − e−λ h ∼ λh ∼
λh

1 + λh
, 1 − e−µ h ∼ µh ∼

µh

1 + µh
,

Prise en compte des ordres de grandeur diff́erents
Lorsqu’on veut prendre en compte les ordres de grandeur dif-

férents entreλ etµ on prendq(1, 1) = q, q(0, 1) = 1.
L’algorithme s’́ecrit :

x̃n+1(1, k) =















xn(1, k − 1)

1 + h λ̄(k)
si n est multiple de q,

xn(1, k)

1 + h λ̄(k)
si n n′est pas multiple de q,



x̃n+1(0, k) =
xn(0, k − 1)

1 + h µ̄(k)
,

xn+1(1, k) = x̃n+1(1, k) + 1{k=0} h
∑

ℓ≥0

µ̄(ℓ) x̃n+1(0, ℓ),

xn+1(0, k) = x̃n+1(0, k) + 1{k=0} h
∑

ℓ≥0

λ̄(ℓ) x̃n+1(1, ℓ),

avec

λ̄(k) =
1

qh

(k+1)qh
∫

kqh

λ(y) dy, µ̄(k) =
1

h

(k+1)h
∫

kh

µ(y) dy.

Exemples nuḿeriques
Dans le premier cas, la durée de fonctionnement du com-

posant est de loi de Weibull de paramètre d’́echelleα = 2500
et de param̀etre de formeβ = 2. Sa moyenne est2216 et son
coefficient de variation estégalà0.52.

La duŕee de ŕeparation est de loi gamma de paramètre de
forme0.75 et de moyenne1.5 (coefficient de variation :1.15).

Nous avons prish = 0.002, q = 1000.
Le graphe de l’indisponibilit́e est donńe dans la figure 1. La

ligne horizontale représente la valeur exacte de l’indisponibilité
asymptotique. Elle est de6.76 × 10−4. L’erreur relative en-
tre l’indisponibilité asymptotique trouv́ee et sa valeur exacte est
inférieureà0.7%.
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Figure 1:Indisponibilit́e

Dans le deuxìeme cas, nous avons considéŕe un composant
de taux de d́efaillance et de ŕeparation constants, les durées
moyennes de fonctionnement et de réparatiońetant les m̂emes
que pŕećedemment.

Nous avons prish = 0.002, q = 100.
Le graphe de l’indisponibilit́e est donńe dans la figure 2.
L’erreur relative entre l’indisponibilit́e asymptotique trouv́ee

et l’indisponibilité asymptotique ŕeelle est de0.08%. Le maxi-
mum de l’erreur relative entre l’indisponibilité calcuĺee par l’al-
gorithme et l’indisponibilit́e ŕeelle est de1% et elle correspond
aux petites valeurs du temps pour lesquelles la valeur réelle est
de l’ordre de8 × 10−5.

On voit que la vitesse de convergence vers l’indisponibilité
asymptotique est très diff́erente dans le cas des taux constants
et des taux non constants.

Des ḿethodes de calcul de la disponibilité d’un composant,
qui reposent sur la discrétisation d’́equations de renouvellement,
ont ét́e propośees dans [4]. Lorsque les ordres de grandeur des
taux de d́efaillance et de ŕeparation sont diff́erents, notre algo-
rithme, m̂eme de base, donne de meilleurs résultats (voir [3]).
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Figure 2:Indisponibilit́e (taux constants)

3.2. Ŕeparations minimales

Nous supposons maintenant que le composant subit des répara-
tions minimales, autrement dit,à la fin d’une ŕeparation, le com-
posant fonctionne mais il a l’âge qu’il avait au d́ebut de la ŕepa-
ration. En outre le taux de réparation (a priori non constant) peut
dépendre de l’̂age du composant qui est en cours de réparation
(pendant les ŕeparations le composant ne vieillit pas). On note
µx le taux de ŕeparation lorsque le composant est d’âgex.

Les variables physiques sont l’âge du composant (qui est aussi
la duŕee cumuĺee de fonctionnement), notéx1, et le tempśecouĺe
depuis le d́ebut de la ŕeparation en cours, notéx2. Lorsqu’il n’y
a pas de ŕeparation en cours, la valeur dex2 peut être choisie
arbitrairement, on la prendráegaleà0. Lors d’une transition, la
variablex1 reste constante et la variablex2 est misèa0.

On a donc :
E = {1, 0}, d = 2,

a(1, 0, (x1, x2)) = λ(x1), a(0, 1, (x1, x2)) = µx1
(x2),

ε(1) =

(

1
0

)

, ε(0) =

(

0
1

)

,

C(1, 0) = C(0, 1) = {2}.

Pourk = (k1, k2) on pose :

λ̄(k) = λ̄(k1) =
1

h

(k1+1)h
∫

k1h

λ(s) ds = ā(1, 0, k),

µ̄((k1, k2)) =
1

h2

(k1+1)h
∫

k1h

(k2+1)h
∫

k2h

µx1
(x2) dx1 dx2

= ā(0, 1, k).

Nous supposons que le composant est neufà l’instant initial
donc

x0(1, (k1, k2)) = 1{k1=0} 1{k2=0}, x0(0, (k1, k2)) = 0.

Pour prendre en compte les ordres de grandeur différents de
λ et µ on prend, pouri égalà 1 ou 0, q(i, 1) = q, q(i, 2) = 1.
L’algorithme s’́ecrit :

x̃n+1(1, (k1, k2)) =

{

xn(1,(k1−1,k2))

1+h λ̄(k1)
si n/q ∈ N,

xn(1,(k1,k2))

1+h λ̄(k1)
si n/q /∈ N,



x̃n+1(0, (k1, k2)) =
xn(0, (k1, k2 − 1))

1 + h µ̄(k1, k2)
,

xn+1(1, (k1, k2)) = x̃n(1, (k1, k2))

+1{k2=0} h
∑

ℓ≥0

µ̄(k1, ℓ) x̃n(0, (k1, ℓ)),

xn+1(0, (k1, k2)) = x̃n(0, (k1, k2))

+1{k2=0} h λ̄(k1)
∑

ℓ≥0

x̃n(1, (k1, ℓ)).

Exemple numérique
Comme dans le premier exemple du paragraphe 3.1, la durée

de fonctionnement du composant est de loi de Weibull de para-
mètre d’́echelleα = 2500 et de param̀etre de formeβ = 2
(moyenne2216). La duŕee de ŕeparation est de loi gamma de
param̀etre de forme0.75 + 10−5x1 et de moyenne1.5 + 2 ×
10−5x1.

Nous avons prish = 0.05, q = 400.
Le graphe de l’indisponibilit́e est donńe dans la figure 3. L’a-

symptote, qui ici est́egaleà 1, est loin d’̂etre approch́ee pour
t = 10000.
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Figure 3:Indisponibilit́e (ŕeparation minimale)

4. Deux composants en interaction

4.1. Interactions fonctionnelles

Nous consid́erons deux composants pouvantêtre chacun dans
deuxétats : l’́etat de marche noté1 et l’état de panne noté0. Le
syst̀eme comporte donc quatreétats :

e1 = (1, 1), e2 = (0, 1), e3 = (1, 0), e4 = (0, 0).

Il y a deux variables physiques, doncd = 2, x = (x1, x2) :

• x1 est la duŕee de śejour du premier composant dans son
état courant (̂age ou duŕee de ŕeparation),

• x2 est la duŕee de śejour du deuxìeme composant dans
sonétat courant (̂age ou duŕee de ŕeparation).

Ces variables physiques croissent avec vitesse1 doncεm(ei) =
1 pouri ∈ {1, 2, 3, 4}, m ∈ {1, 2}.

Les taux de d́efaillance et de ŕeparation d’un composant ne
sont pas supposés constants et dépendent de l’́etat de l’autre
composant :

• le taux de d́efaillance du composant numéroi (i = 1, 2)
est λi(xi) (respectivementλ′

i(xi)) lorsque l’̂age de ce
composant estxi et lorsque l’autre composant est en mar-
che (respectivement en panne),

• le taux de ŕeparation du composant numéro i (i = 1, 2)
est µi(xi) (respectivementµ′

i(xi)) lorsque l’̂age de ce
composant estxi et lorsque l’autre composant est en mar-
che (respectivement en panne).

Lorsqu’un composant change d’état, la variable physique qui
lui correspond est remisèa0, donc :

C(e1, e2) = C(e2, e1) = C(e3, e4) = C(e4, e3) = {1},

C(e1, e3) = C(e3, e1) = C(e2, e4) = C(e4, e2) = {2},

C(e1, e4) = {1, 2}.

Pour tenir compte des ordres de grandeur différents entre les
taux de d́efaillance et de ŕeparation, nous prenons :

q(e1, 1) = q(e1, 2) = q, q(e2, 1) = 1, q(e2, 2) = q,

q(e3, 1) = q, q(e3, 2) = 1, q(e4, 1) = q(e4, 2) = 1,

et nous posons, pouri = 1, 2 :

λ̄i(m) =
1

qh

(m+1)qh
∫

mqh

λi(s) ds, µ̄i(m) =
1

h

(m+1)h
∫

mh

µi(s) ds,

λ̄′
i(m) =

1

qh

(m+1)qh
∫

mqh

λ′
i(s) ds, µ̄′

i(m) =
1

h

(m+1)h
∫

mh

µ′
i(s) ds.

Nous supposons que les composants sont neufsà l’instant ini-
tial, donc :

x0(e1, (k1, k2)) = 1{k1=0} 1{k2=0},

x0(ej , (k1, k2)) = 0 pour j 6= 1.

L’algorithme s’́ecrit :

(1 + h (λ̄1(k1) + λ̄2(k2))) x̃n+1(e1, (k1, k2)) =
{

xn(e1, (k1 − 1, k2 − 1)) si n/q ∈ N,
xn(e1, (k1, k2)) si n/q /∈ N,

xn+1(e1, (k1, k2)) = x̃n+1(e1, (k1, k2))

+ h 1{k1=0}

∑

ℓ≥0

µ̄1(ℓ) x̃n+1(e2, (ℓ, k2))

+ h 1{k2=0}

∑

ℓ≥0

µ̄2(ℓ) x̃n+1(e3, (k1, ℓ)),

(1 + h (µ̄1(k1) + λ̄′
2(k2))) x̃n+1(e2, (k1, k2)) =

{

xn(e2, (k1 − 1, k2 − 1)) si n/q ∈ N,
xn(e2, (k1 − 1, k2)) si n/q /∈ N,

xn+1(e2, (k1, k2)) = x̃n+1(e2, (k1, k2))

+h 1{k1=0}

∑

ℓ≥0

λ̄1(ℓ) x̃n+1(e1, (ℓ, k2))

+ h 1{k2=0}

∑

ℓ≥0

µ̄′
2(ℓ) x̃n+1(e4, (k1, ℓ)),

(1 + h (λ̄′
1(k1) + µ̄2(k2)) x̃n+1(e3, (k1, k2)) =

{

xn(e3, (k1 − 1, k2 − 1)) si n/q ∈ N,
xn(e3, (k1, k2 − 1)) si n/q /∈ N,



xn+1(e3, (k1, k2)) = x̃n+1(e3, (k1, k2))

+h 1{k2=0}

∑

ℓ≥0

λ̄2(ℓ) x̃n+1(e1, (k1, ℓ))

+ h 1{k1=0}

∑

ℓ≥0

µ̄′
1(ℓ) x̃n+1(e4, (ℓ, k2)),

(1 + h (µ̄′
1(k1) + µ̄′

2(k2))) x̃n+1(e4, (k1, k2)) =

xn(e4, (k1 − 1, k2 − 1))

xn+1(e4, (k1, k2)) = x̃n+1(e4, (k1, k2))

+h 1{k2=0}

∑

ℓ≥0

λ̄′
2(ℓ) x̃n+1(e2, (k1, ℓ))

+ h 1{k1=0}

∑

ℓ≥0

λ̄′
1(ℓ) x̃n+1(e3, (ℓ, k2)).

Exemples nuḿeriques
Les deux composants sont supposésêtre en parall̀ele.
Dans le premier cas, la durée de fonctionnement du premier

composant est de loi de Weibull de paramètre d’́echelleα =
2500 et de param̀etre de formeβ = 2 (moyenne2216) lorsque
le deuxìeme composant est en marche, respectivement de loi
de Weibull de param̀etre d’́echelleα = 2000 et de param̀etre
de formeβ = 1.8 (moyenne1779) lorsque le deuxìeme com-
posant est en panne. Sa durée de ŕeparation est de loi gamma de
param̀etre de forme1.5 et de moyenne3.

La duŕee de fonctionnement du deuxième composant est de
loi de Weibull de param̀etre d’́echelleα = 1662 et de param̀etre
de formeβ = 1.5 (moyenne1500) lorsque le deuxìeme com-
posant est en marche, respectivement de loi de Weibull de pa-
ramètre d’́echelleα = 1800 et de param̀etre de formeβ = 1.3
(moyenne1662) lorsque le deuxìeme composant est en panne.
Sa duŕee de ŕeparation est de loi lognormale de paramètresm =
1.5 etσ = 0.5 (moyenne5.1).

Nous avons prish = 0.2 et q = 250. Le graphe de l’indispo-
nibilit é est donńe dans la figure 4.
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Figure 4:Indisponibilit́e (2 composants en interaction)

Dans le deuxìeme cas, nous avons pris pour les durées de
fonctionnement et de réparation des lois exponentielles dont les
moyennes sont les m̂emes que dans le premier cas.

La comparaison entre les résultats trouv́es par l’algorithme
présent́e ici et ceux obtenus par graphe de Markov donne une
idée de la qualit́e de notre algorithme car le calcul par graphe de
Markov dans le cas de quatreétats est tr̀es performant.

Le maximum de l’erreur absolue entre les deux méthodes est
de5.4 × 10−8 et l’erreur relative sur la disponibilité asympto-
tique est de1%, ce qui est tout̀a fait satisfaisant.

Nous d́evelopperons plus en détail les ŕesultats nuḿeriques
dans le cas de la redondance passive (paragraphe 4.3) dont l’al-
gorithme est assez semblableà celui de ce paragraphe-ci.

4.2. Fiabilité d’un syst̀eme formé de deux composants

Nous supposons que les deux composants sont indépendants et
en parall̀ele. C’est un cas particulier du paragraphe 4.1 avec :

µ′
1 = µ′

2 = 0, λ′
1 = λ1, λ′

2 = λ2.

4.3. Redondance passive

On consid̀ere deux composants en redondance passive. Le pre-
mier composant est le composant principal. Le deuxième com-
posant est un composant de secours. En régime nominal, le
composant principal est en marche et le composant de secours
està l’arrêt. Lorsque le composant principal tombe en panne,
on essaie de d́emarrer instantańement le composant de secours,
mais il y a une probabilit́ep pour que celui-ci refuse de démarrer
lors de la sollicitation.

Lorsque le composant principal est répaŕe, c’est celui-ci qui
fonctionne et le composant de secours est misà l’arrêt et remis
à neuf instantańement.

Pendant qu’il est̀a l’arrêt, le composant de secours ne vieillit
pas. Apr̀es une ŕeparation, un composant est considéŕe comme
neuf.

Lesétats du système sontE = {e1, e2, e3, e4} avec :

e1 = (1, 1a), e2 = (0, 1) e3 = (1, 0), e4 = (0, 0),

l’ état1a signifiant que le composant de secours est en attente.
Il y a deux variables physiques, une pour chaque composant.

La variable physique correspondantà un composant est sonâge
lorsque le composant n’est pas en panne et la durée écouĺee
depuis le d́ebut de la ŕeparation si le composant est en panne.
Comme le composant de secours ne vieillit pas lorsqu’il est en
attente, nous avons

ǫ(e1) =

(

1
0

)

, ǫ(ei) =

(

1
1

)

∀i ∈ {2, 3, 4}.

On noteλ1 etµ1 (respectivementλ2 etµ2) les taux de d́efail-
lance et de ŕeparation du composant principal (respectivement
du composant de secours). Les taux de transition sont donc les
suivants :

a(e1, e2, (x1, x2)) = (1 − p)λ1(x1),

a(e1, e4, (x1, x2)) = pλ1(x1),

a(e2, e1, (x1, x2)) = µ1(x1), a(e3, e1, (x1, x2)) = µ2(x2),

a(e2, e4, (x1, x2)) = λ2(x2), a(e4, e2, (x1, x2)) = µ2(x2),

a(e3, e4, (x1, x2)) = λ1(x1), a(e4, e3, (x1, x2)) = µ1(x1).

La variable physique d’un composant est miseà 0 lorsque
celui-ci change d’́etat, par conśequent :

C(e1, e2) = C(e3, e4) = C(e4, e3) = {1},

C(e3, e1) = C(e2, e4) = C(e4, e2) = {2},

C(e2, e1) = C(e1, e4) = {1, 2}.

Pour tenir compte des ordres de grandeur différents entre les
taux de d́efaillance et de ŕeparation, nous prenons, comme dans
le paragraphe 4.1 :

q(e1, 1) = q(e1, 2) = q, q(e2, 1) = 1, q(e2, 2) = q,



q(e3, 1) = q, q(e3, 2) = 1, q(e4, 1) = q(e4, 2) = 1.

L’algorithme est le suivant :

x0(e1, (k1, k2)) = 1{k1=0} 1{k2=0},

x0(ej , (k1, k2)) = 0 pour j 6= 1.

(1 + h λ̄1(k1)) x̃n+1(e1, (k1, k2)) =
{

xn(e1, (k1 − 1, k2)) si n/q ∈ N,
xn(e1, (k1, k2)) si n/q /∈ N,

xn+1(e1, (k1, k2)) = x̃n+1(e1, (k1, k2))

+ h 1{k1=0}

∑

ℓ≥0

µ̄1(ℓ) x̃n+1(e2, (ℓ, k2))

+ h 1{k2=0}

∑

ℓ≥0

µ̄2(ℓ) x̃n+1(e3, (k1, ℓ)),

(1 + h (µ̄1(k1) + λ̄2(k2))) x̃n+1(e2, (k1, k2)) =
{

xn(e2, (k1 − 1, k2 − 1)) si n/q ∈ N,
xn(e2, (k1 − 1, k2)) si n/q /∈ N,

xn+1(e2, (k1, k2)) = x̃n+1(e2, (k1, k2))

+h 1{k1=0}

∑

ℓ≥0

(1 − p) λ̄1(ℓ) x̃n+1(e1, (ℓ, k2))

+ h 1{k2=0}

∑

ℓ≥0

µ̄2(ℓ) x̃n+1(e4, (k1, ℓ)),

(1 + h (λ̄1(k1) + µ̄2(k2)) x̃n+1(e3, (k1, k2)) =
{

xn(e3, (k1 − 1, k2 − 1)) si n/q ∈ N,
xn(e3, (k1, k2 − 1)) si n/q /∈ N,

xn+1(e3, (k1, k2)) = x̃n+1(e3, (k1, k2))

+ h 1{k1=0}

∑

ℓ≥0

µ̄1(ℓ) x̃n+1(e4, (ℓ, k2)),

(1 + h (µ̄′
1(k1) + µ̄′

2(k2))) x̃n+1(e4, (k1, k2)) =

xn(e4, (k1 − 1, k2 − 1))

xn+1(e4, (k1, k2)) = x̃n+1(e4, (k1, k2))

+h 1{k1=0} 1{k2=0}

∑

ℓ1≥0

∑

ℓ2≥0

p λ̄1(ℓ1) x̃n+1(e1, (ℓ1, ℓ2))

+h 1{k2=0}

∑

ℓ≥0

λ̄2(ℓ) x̃n+1(e2, (k1, ℓ))

+ h 1{k1=0}

∑

ℓ≥0

λ̄1(ℓ) x̃n+1(e3, (ℓ, k2)).

Exemples nuḿeriques
Dans le premier cas, la durée de fonctionnement du com-

posant principal est de loi de Weibull de paramètre d’́echelle
α = 2500 et de param̀etre de formeβ = 2 (moyenne2216). Sa
duŕee de ŕeparation est de loi gamma de paramètre de forme1.5
et de moyenne3.

La duŕee de fonctionnement du composant de secours est de
loi de Weibull de param̀etre d’́echelleα = 1662 et de param̀etre
de formeβ = 1.5 (moyenne1500). Sa duŕee de ŕeparation est
de loi lognormale de param̀etresm = 1.5 etσ = 0.5 (moyenne
5.1).

La probabilit́e de refus de d́emarragèa la sollicitation pour le
composant de secours etp = 10−3.

Nous avons prish = 0.2 et q = 250.
Le graphe de l’indisponibilit́e est donńe dans la figure 5. Les

oscillations qui apparaissent semblent duesàq, sans qu’on s’ex-
plique vraiment le ph́enom̀ene. Un zoom sur le graphe laisse
penser que la valeur asymptotique de l’indisponibilité est at-
teinteà partir det = 4500. A partir de cette valeur du temps,
l’indisponibilité oscille entre1.40 × 10−6 et1.54 × 10−6.
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Figure 5:Indisponibilit́e (redondance passive)

Dans le deuxìeme cas, les durées de fonctionnement et de
réparation sont de lois exponentielles dont les moyennes sont
égalesà celles du premier cas. Nous avons prish = 0.05 et
q = 1000. Le graphe de l’indisponibilit́e est donńe dans la figu-
re 6.
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Figure 6:Indisponibilit́e (redondance passive, taux constants)

L’erreur absolue maximale entre le calcul de l’indisponibilit é
par l’algorithme pŕesent́e et par graphe de Markov est de6.75×
10−8. L’erreur relative maximale est de2.6%. Ces ŕesultats
montrent le bon comportement de notre algorithme.

L’indisponibilité au tempst = 40, trouv́ee par l’algorithme
est de2.62 × 10−6. L’indisponibilité au m̂eme instant cal-
culée en utilisant un graphe de Markov est de2.52 × 10−6.
L’indisponbilité asymptotique ŕeelle est de2.55 × 10−6. On
peut donc consid́erer qu’̀a l’instantt = 40 l’indisponibilité est
stabiliśee, ce qui, d’apr̀es le graphe 5, ne semble se produire
qu’au del̀a de 4000 dans le cas de taux non constants : la vitesse
de convergence vers l’indisponibilité asymptotique dans le cas



de taux constants est, là aussi, beaucoup plus rapide que dans le
cas de taux non constants.

D’autre part, la valeur de l’indisponiblité asymptotique sem-
ble être de l’ordre de1.5 × 10−6 avec les taux non constants
et elle est de l’orde de2.5 × 10−6 avec les taux constants.
Bien qu’elles soient du m̂eme ordre de grandeur, ces valeurs
diff èrent. Ceci n’est d’ailleurs pas en contradiction avec la théo-
rie. En effet, dans le cas de taux non constants le processus con-
sidéŕe n’est pas un processus classique (ce n’est pas par exem-
ple un processus semi-markovien) et il n’existe aucun résultat
de comparaison avec le cas markovien.

Dans le troisìeme cas, les durées de fonctionnement des com-
posants ont m̂eme loi que dans le premier cas mais les moyennes
des duŕees de ŕeparation sont10 à 20 fois plus petites que dans
les cas 1 et 2.

La duŕee de ŕeparation du composant principal est de loi gam-
ma de param̀etre de forme15 et de moyenne0.3. La duŕee de
réparation du composant de secours est de loi lognormale de
param̀etresm = −1.5 etσ = 0.5 (moyenne0.25).

Nous avons toujoursp = 10−3. Nous avons prish = 0.02
et q = 1000. Le graphe de l’indisponibilit́e est donńe dans la
figure 7.
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Figure 7:Indisponibilit́e (redondance passive)

Un zoom sur le graphe laisse penser que l’indisponibilité a-
symptotique est atteinte autour det = 4850. Sa valeur oscille
alors entre9.50 × 10−8 et9.63 × 10−8.

Dans le quatrìeme cas, les durées de fonctionnement et de
réparation sont de lois exponentielles dont les moyennes corres-
pondent au troisième cas.

Nous avons prish = 0.004 et q = 1000. Le graphe de
l’indisponiblité est donńe dans la figure 8.

L’erreur absolue maximale entre le calcul par notre algorithme
et le calcul par graphe de Markov est de2.17 × 10−9. L’erreur
relative maximale entre les deux calculs est de2.93%.

Ces ŕesultats confirment les commentaires sur les premiers et
deuxìeme cas. En outre, nous voyons que la division par un
facteur d’au moins10 des duŕees de ŕeparation n’affecte pas
sensiblement la qualité de nos ŕesultats.

5. Conclusion

Nous avons montré sur quelques exemples dont la liste n’est pas
restrictive, que le formalisme de la fiabilité dynamique permet
de d́ecrire aiśement des mod̀eles varíes de fiabilit́e classique.

Nous avons proposé un algorithme ǵeńeral de quantification
de tels mod̀eles reposant sur une méthode de volumes finis.
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Figure 8:Indisponibilit́e (redondance passive, taux constants)

Il a ét́e prouv́e math́ematiquement ([2]) que lorsque le pas de
discŕetisation tend vers0, cet algorithme converge vers la so-
lution cherch́ee. Nous avons modifié cet algorithme pour tenir
compte des ordres de grandeur différents entre taux de défaillan-
ce et de ŕeparation.

Nous avons fait tourner l’algorithme proposé sur des exem-
ples simples avec des taux correspondantà des lois de Weibull,
gamma et lognormales. Pour tester sa qualité, nous avonśega-
lement consid́eŕe le cas de taux constants, cas pour lequel les
méthodes markoviennes donnent des résultats qui peuvent̂etre
consid́eŕes comme fiables. Ces résultats de comparaison sont
très satisfaisants. Par contre, dans le cas de taux non constants,
des oscillations apparaissent autour de ce qu’on peut supposer
être la bonne valeur. Pour pallier cet inconvénient, on peut lisser
le grapheà l’aide d’une moyenne mobile. On peutégalement
tenter de trouver la cause profonde de ce phénom̀ene pour y
remédier par une modification de l’algorithme.

Enfin, dans les exemples traités, on constate que l’approxi-
mation faite en prenant des taux de défaillance et de ŕeparation
constants ne donne qu’une idée de l’ordre de grandeur de l’in-
disponibilit́e asymptotique du système consid́eŕe et ne permet
pas de connaitre la vitesse de convergence vers cette valeur
asymptotique.
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de l’Equipe d’Analyse et de Mathématiques Appliqúees
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