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Résune

Lorsque les taux deédaillance ou deéparation ne sont pas constants, de petits probs a priorelémentaires comme le calcul de
la disponibilie d’'un composant ou le calcul de la fiak#lit’'un systme forné de deux composants redondar@parables sont des
problemes qui ne semble@tre Esolus qu’en faisant appaldes simulations ou des approximatio@pendant du contexte (c’'est-
dire des valeurs des taux défdillance et deé&paration). Nous proposons ici une nouvelle intetgion de ce type de prahes

a l'aide du formalisme de la fiabiftdynamique, dont le&Veloppement est relativemergcent. Un tel formalisme nous permet
non seulement deédrire tes facilement de “petits pralnes” tels que ceu&voqles ci-dessus, mais aussi de prendre en compte
d’éventuelles interactions entre les composants (par eeermgldondance passive et pas seulement active, taugfdidlahce et de
réparation @pendant du contexte et pas seulementalgel’du composant ou de la @arde la&paration en cours). Cette integpation
nous permet alors d'utiliser des algorithmes @uigues que nous avoRgablis dans un cadress geréral de fiabilie dynamique et qui

peuventtreécrits facilement dans les cas qui nousqacupent ici.

Abstract

When the failure and repair rates are not constant, some etameproblems of reliability theory (for example compigatof the
availability of a component or of the reliability of two reddiant components) seem to be solved only using simulatioaspyoxima-
tions related to the context, i.e. mainly the values of thileifa and repair rates. We show how the formalism of the dyinaetiability
allows to modelize such problems, including interactioesieen components, and to develop an algorithm for the ctatipn of the

availability and the reliability of the system.

1. Introduction

Pour le fiabiliste, le comportement du systeétudie se moéli-

se par un processus stochastiguealeurs dans un espace fini
(lesétats du systme) fornt de deux parties : létats de marche
et lesétats de panne. Les transitiodsges instants aatoires,
entre lesttats, sont quantées statistiquemeatl'aide des taux
de transition. Ceux-ci &endentvidemment degtats entre
lesquels s’effectue la transition, maégalement, dans le cas
de composants avec des taux defaillance et de @paration
géréraux, de duresécoukes. Ces di@es sont vues comme les
variables "physiques” de la fiabiéitdynamique. Legquations
diff érentielles qui&gissent leuévolution sont particuirement
simples puisqu’elles correspondentdesévolutions dont les
vitesses sont soéigalesa 1 soitégalesa 0.

Dans le cadre de metes de fiabilié dynamique assezg
néraux, en consierant le processus foira la fois de letat
du sysemeétude et des valeurs des variables physiques, nous
avonsétabli deséquations aux @rivées partielles permettant
d’obtenir les lois marginales de ce nouveau processus (f])
partir de la formulation faible de c&gjuations, nous avons pro-
po<t un algorithme de volumes finis pour leésplution. Un tel

algorithme mcessite une disetisation en temps et en espace.
Nous avons @monté ([2]) que lorsque les pas de distisation
tendent vers 0, la solution fournie par I'algorithme cogesfen

loi, c’est-a-dire dans le bon sens pour le contexte) vers la quan-
tité chercke.

L'adaptation de cet algorithma de “petits prol#mes” de
fiabilité classique fournit une @thode originale, facilé pro-
grammer et ma@ématiquement solide, de quantification de tels
mockles (calculs de disponibiéitet de fiabilie par exemple).

Dans le paragraphe 2, nous donnons la forragerple de
I'algorithme de base pour ces “petits preirles”, puis nous le
modifions pour tenir compte des ordres de grandeuréreifits
qui peuvent exister entre taux défdillance et taux deépara-
tion.

Dans le paragraphe 3, nous explicitons le calcul de la dispon
bilité d’'un composant de taux defdillance et deé&paration
quelconques dans deux situationgparation comgite et épa-
ration minimale.

Dans le paragraphe 4, nous montrons comment calculer la
disponibilite et la fiabilie de deux composants en interaction.

Nous concluons dans le paragraphe 5.



2. Le modele et I'algorithme

2.1. Le mockle

On suppose que le n&tel peut se trouver dans un nombre
fini d’états naési, j, .... Lensemble de cestats est né
E. Le taux de transition deétati vers I'état; depend del
variables eelles positives (les variables physiques), il esénot
a(i, j, (x1,...,2q)). Typiquement les variables, correspon-
dent auxages des composants, aux @&es deséaparations en
cours ...

Les variables physiques, croissent comme le temps, c’est-
a-dire avec vitessg, ou restent constantes. Lors d’une transi-
tion d’un étata un autre, certaines de ces variables peustat
remisesa 0.

Par exemple, dans le cas d’'un composant aeépanations
parfaites, on prend une seule variable physiggalea la duée
écouke dans Btat courant. Cette variable croit toujours avec
vitessel et est remis@ 0 a chaque transition.

Dans le cas d'un composant avé&parations minimales, on
a deux variables physiquesz; est I'age du composant et
est la duee écouke depuis le &but de la &paration en cours
(lorsqu’il n’y a pas de&paration en cours, la valeur de peut
eétre choisie arbitrairement, on la prendmgalea 0). Lorsque
le composant est en marche, la variablecroit avec vitessé
(et par convention la variable, resteégaled 0), et lorsque le
composant est en panne, la variablereste constante (car le
composant est supp@sie pas vieillir pendant I&paration) et
la variablexs croit avec vitessé. Lors de chaque transition, la
variablez, est misex0, alors que la variable, reste inchange.

2.2. Lalgorithme de base

On noteC(4, j) I'ensemble forré des nuréros des variables
physiques qui sont miseés0 lors du passage detfat: a I'état

7. On pose
e(i) = (e1(1), ..., ea(d)),

ol ¢, (i) est la vitesse de croissance de la variabjelorsque
le magériel est dans état: (donce,, (i) € {0,1}).

L'algorithme que nous allons psenter permet de calculer une
approximation de la loa I'instantt de I'eétat du madriel et des
variables physiques. Pour construire cette approximaton
discietise le temps en intervalles de longuéufintervalles de
laforme[nh, (n+1)h[,n € N) et 'espace cBtats des variables
physiques en pds dont les @tés sont de longuelrégalement,
c’esta-dire en pags de la forme

Vi = [k‘lh, (kl + 1)h[>< oo X [k‘dh, (k}d + 1)h[,

aveck = (ki,...kq) € N9,

La probabilie qua linstantt, le magriel soit dans Btat:
et que les variables physiques soient respectivement[dans
Xy + dx,y, | €st approcle, poumh <t < (n+ 1)h, par

pn (i (K1, ..

lorsque(zy,...zq) € Vi (aveck = (kq,...
plifier les notations, on pose

Dty (k1y .. ka)) = pu(i, k).

La probabilie qua l'instantt, le magériel soit dans Btati, est
donc approcée par

P @) = b iy (i k),
k

. kd)) dl‘l . dl’d

,kq)). Pour sim-

ou [t/h] désigne la partie erére det/h. Remarquons que la
somme pecedente n'est enéyéral pas uneé&ie car, si par

exemple le madriel est neuk I'instant initial, les variables phy-
siques sontirérieures oigalesat a l'instantt, doncpy, ) (7, k)
est nul si I'un deg:,,, est strictement sugsieura [t/h].

On pose :

o 1 o
El(Z,],k’) = W /a(z,j,y)dy,

Vi

En fait, onécrit I'algorithme pour la quantt
2, (i, k) = hp,(i, k),

qui est I'approximation pour g&'l'instantt € [nh, (n + 1)A],
le matriel soit dans Etati et que les variables physiques ap-
partiennent au p&V}. Nous avons donc :

Pt(h) (i) = Zl’[t/h] (4, k).
k

Notons pg = (po(i,dz))ice 1a loi initiale : po(i,dx) =
po(i,dzy, ... dxg)estlaprobabilé qualintantt = 0, le maériel
soit dans létat: et que les variables physiques appartien@gent
[z1, 21 + dxi[X ... X [Xg, 24 + dz4].

L'algorithme sécrit :

xo(i, k) :/po(i,dx),
Vi

xn(i, k — (7))
L+h Y cpali,jk)’

Tn1(i, k) =

Tni1(i k) = :En+1(i7k‘)+hz H Lik, =0}
JEE meC(3,1)
x Y @G COD) F g (5,400

L
meC(j,i)

avec
m € C(j,1),
m ¢ C(j,1).

Dans [2], nous avons moi&r dans un cadre beaucoup plus
géreéral, que I'algorithme ci-dessus converge vers la loi dieg¢c
lorsqueh tend vers).

ék,C(j,i) _ Em si
m kym si

2.3. Lalgorithme modifié

Lorsque les taux deéaillance sont petits devant les taux de
réparation, lesa@sultats obtenus ne sont assexcis qu’avec des
pas de temps faibles et des temps de calésHie\és. Il se pose
également des pralines de place @moire. Pour pallier ces in-
conénients, nous proposons une modification de I'algorithme
de base qui prend en compte les &iéfints ordres de grandeur.
Dans ce nouvel algorithme, la digtisation déR? que I'on em-
ploie, cEpend de Btat du méakriel.

Pour chaquettati de E, et chaque directiom: de R¢, on
se donne un entiey(i, m) sugerieur ouégala 1, et pourk =
(ki,...,kq) € N, on pose :

d
Vi = [ [km qli,m) b, (km + 1) q(i,m) ],

m=1

. 1 .
a(i,j, k) = A /a(m,y) dy,
k Vki

ol |V}| désigne le volume du paw/;’.



Pouréviter des “redistributions” de massad'intérieur des
pawes, les entierg sont pris de telle sorte que, si la fonction
a(i, j,-) n'est pas nulle, alorg(i,m) = q(j,m) pourm ¢
C(i,7)-

On note¢,, (i) le vecteur deR¢ dont la composante nugmo
m estégaleac,, (i) et dont toutes les autres composantes sont

nulles. Remarquons qu#i) = anzl Em (D).
Le nouvel algorithme €crit ;

xo(i, k) :/po(i,dx),
Vi

1
L+ Y pali k)

xn(ivk_ Z §m(l>),

m
n/q(i,m)eN

.i'n+1(i, k?) ==

Top1(ik) = Enpa (k) +0 Y ] Lew—oy

JEE meC (i)
~ Z a(j, i, 0%C0DY g, (5, 00C0D),
m,eggl(:j.'i)

Dire quen/q(i,m) € N signifie quen divisé parg(i, m) est un
entier, c’esta-dire quen est multiple dey(i, m).
En outre, par conventiom;, (i, k) = 0sik < 0.

3. Disponibilit & d’'un composant

Nous consiérons un composant de taux defaillance\ et de
taux de Eparationu, ces taux rétant pas suppés constants.
Lors d'une @faillance, le composant est mis iradiatement en
réparation.

3.1. Reparations parfaites

Nous regardons tout d’abord le cas d’'un composant pour leque
les Eparations sont parfaites:la fin d'une éparation, le com-
posant peugtre consiéré comme neuf, c’esi-dire que soage
estégala.

Comme nous I'avons mentioandans le paragraphe 2.1, la
variable physique est la dee passe par le composant dans son
état courant, c’eskdire sonage lorsqu’il est en marchétat
1) et la dukeécouke depuis le &but de la &éparation lorsqu’il
est en panneétat(0). Cette variable est remise0 a chaque
transition.

Donc:
E={1,0}, d=1,
a(1,0,z) = XMz), a(0,1,2) = p(x),
e(l)=e(0)=1, C(1,0)=C(0,1) = {1}.
On pose :
X (k+1)h
Ak = 1 / A(s)ds = a(1,0, k),
kh
X (k+1)h
k) = / u(s) ds = a(0,1, k).
kh

A l'instant initial le composant est neuf, donc :

IO(L k) - 1{k:0}a 1’0(0,]{3) = 0.
L'algorithme de base &crit :
. ro(Lk—1) 2 (0,k —1)
n ]‘7I€ = —7 n 07 k = 7_’
Tan(L k) = 7550 om0 = 7500

mn-&-l(lv k) = i‘n-ﬁ-l(lv k) + 1{k:0} h Z ﬂ(é) jn-&-l(ov 0 — 1)7
>1

Tpt1(0,k) = T141(0, k) + Lp—oy b Z A0) Tpia (1,0 = 1).
>1

A quoi cela correspond dans le cas de taux constants ?
Supposons que pour tost A(s) = A, p(s) = u. On pose
20 (1) = Ypso Pulis k) = § Y4=0 Zali, k). Remarquons que
P.(i) = h z,(i) est 'approximation, pounh < t < (n+ 1)h,
de la probabilié que le composant soit danétht: a I'instantt.

On obtient :
h
( Zn+1(1) ) _ 1+1)\h 1+;:H ( Zn(l) >
Zn+1(0) % ﬁ Zn(()) ’

ce qui est de la forme

Zn+1 = Mp 2zp.
Un calcul montre que

(an +bn) My =

by +an(l —ap —bp)" b —bp(1 —ap — by)"
ap, —an(l —ap — b)) ap +bp(l —ap —bp)"™

)

avec
hA h

1+hp

by, =

Nous avons :

PM(1) [t/h] [t/h] ( 1 )
, =hzy = M7 hayy = M
( Pt(h)(O) [t/h] h 0 h 0

Par congquent la disponibilé a I'instantt est approcé par

b, T ap,
an + bp, an + by,

rPM(1) = (1= an — by)/".
On \érifie facilement quéy, /(ay, + by,) tend versu/(\ + p) et
que(1 — ay, — by)[/" tend versexp(— (A + p)t) lorsqueh tend
vers(. Par suite I'approximation de la disponib@iconverge
vers
B A O
Ap o A+p '
ce qui correspond awesultat de convergence vers la bonne loi,
annoné a la fin du paragraphe 2.2.

On peut interpeter I'algorithme de la fagon suivanteh:z,
est la loi deZ,,, (Z,),>o étant la chaine de Marko& valeurs
dansE = {0,1}, de probabilié de transition}/;, et telle que
Zy = 1. Or cette chaine de Markov est une approximation
du processus markovien de sauts de taux de transitiety..
En effet, si on disdtise le temps en pas de longuetisce
processus markovien de sauts est apgequér une chaine de
Markov dont la probabilé& de transition de état1 vers I'état0
est unéquivalent de — e~ *" et dont la probabilé de transition
de I'état0 vers l'étatl est unéquivalent de — e=#". Or :

Ah wh
1+ AR’ 1+puh’

1—e M~ AR L—e ™~ ph~

Prise en compte des ordres de grandeur diffrents

Lorsqu’on veut prendre en compte les ordres de grandeur dif-
férents entre\ ety on prendy(1,1) = ¢, ¢(0,1) = 1.

L'algorithme secrit :

(k=1 . .
“7_) si n est multiple de q,
ﬁnhi’j\(k‘) si n n’est pas multiple de q,



zn(O, k — ].) x10"
1+ hp(k)’

T (L k) = Fn 1 (LK) + Lgmoy b Y fi(0) #np1 (0, 0),
£>0

:L'n+1(0, k) = in—&-l(oa k) + 1{k:0} h Z 5\(5) in—&—l(la g)v
£>0

£n+1(07 k) ==

avec

Exemples nunériques

Dans le premier cas, la ddg de fonctionnement du com-
posant est de loi de Weibull de paratre déchellea = 2500 % 5 10 15 20 2 30
et de parardtre de forme3 = 2. Sa moyenne ef216 et son
coefficient de variation estgala 0.52. Figure 2:Indisponibilite (taux constants)

La due de éeparation est de loi gamma de pagire de
forme0.75 et de moyenné.5 (coefficient de variation 1.15).

Nous avons prig& = 0.002, ¢ = 1000. 3.2. Reparations minimales

Le graphe de I'indisponibilé est dona dans la figure 1. La
ligne horizontale ref@sente la valeur exacte de I'indisponitdlit
asymptotique. Elle est d&76 x 10~*. Lerreur relative en-
tre l'indisponibilite asymptotique trowee et sa valeur exacte est
inférieurea 0.7%.

Nous supposons maintenant que le composant subiégesa-
tions minimales, autrement dé |a fin d’'une éparation, le com-
posant fonctionne mais il adge qu'il avait au dbut de laépa-
ration. En outre le taux dé&paration (a priori non constant) peut
déependre de ige du composant qui est en cours @earation
x10° (pendant leséparations le composant ne vieillit pas). On note
12 le taux de eparation lorsque le composant esigbz.
Les variables physiques soréifje du composant (qui est aussi
la durée cumude de fonctionnement), riot, et le temp&couk
ot . depuis le ébut de lag&paration en cours, not,. Lorsqu'il n'y
a pas deé&paration en cours, la valeur de peutétre choisie
arbitrairement, on la prendégalea 0. Lors d’une transition, la
variabler; reste constante et la variable est misea 0.
Onadonc:

E = {1,0}, d=2,
a(170, (xhx?)) = A(xl)v a((), L, (xlax2)) = MKz, (:CQ)a

=) c0=(7).

I I I I I I I I I
00 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 C ( 1 I 0) = C (0 ’ 1 ) = { 2 } .

Pourk = (ki, k2) on pose :

Figure 1:Indisponibilitt
(k1+1)h

- 1
Dans le deuxdme cas, nous avons cortsiel un composant Alk) = Alk1) = h / A(s)ds = a(1,0, k),
de taux de dfaillance et de é@paration constants, les éas kih
moyennes de fonctionnement et déparationétant les rimes
que peccdemment.

ki+1)h (k2+1)h
Nous avons pri& = 0.002, ¢ = 100. (kat1)h (k2+1)

Le graphe de I'indisponibilé est dona dans la figure 2. (k1 k) = %) fha, (72) dzy dis
L'erreur relative entre l'indisponibilé asymptotique trowee E1h kah
et I'indisponibilite asymptotiquegelle est d€).08%. Le maxi- = a(0,1,k).
mum de I'erreur relative entre l'indisponibiitcalcuée par I'al-
gorithme et I'indisponibilié réelle est da % et elle correspond Nous supposons que le composant est @elifistant initial
aux petites valeurs du temps pour lesquelles la vakeelte est donc
de l'ordre de8 x 1075.
On voit que la vitesse de convergence vers indisponéilit xo(1, (k1,k2)) = Ly —oy Liky=0y.  20(0, (K1, k2)) = 0.
asymptotique estés differente dans le cas des taux constants ]
et des taux non constants. Pour prendre en compte les ordres de grandeugrdifits de
Des néthodes de calcul de la disponit#lit’'un composant, A ety on prend, poui égalalou0, g(i,1) = ¢, ¢(i,2) = 1.

qui reposent sur la disetisation déquations de renouvellement, ~ Lalgorithme sécrit :
ont étt propoges dans [4]. Lorsque les ordres de grandeur des en(L(ki—12))
taux de @faillance et deéparation sont diéfrents, notre algo- T (1, (ky, k) = { T ithaG) O n/q €N,

rithme, méme de base, donne de meillewsultats (voir [3]). %W sin/q ¢ N,



2,(0, (b1, k2 — 1))
L+ hfi(ka, k2)

Iny1(0, (k1, k2)) =
xn+1(1a (klv kQ)) = 'fn(l? (kh kQ))

Hliramoy b > [k, €) B (0, (K1, 0)),
>0

xn+1(07 (k17 kQ)) = i'n(ov (kla k2))

oy B A1) D #n (L, (1, 0)).
£>0

Exemple numérique
Comme dans le premier exemple du paragraphe 3.1, &edur

de fonctionnement du composant est de loi de Weibull de para-

metre déchellea = 2500 et de paramdtre de formes = 2
(moyenne2216). La duiee de éparation est de loi gamma de
parangtre de forme).75 + 10~°x; et de moyenné.5 + 2 x
1075561.

Nous avons prig = 0.05, ¢ = 400.

Le graphe de l'indisponibilé est dona dans la figure 3. L'a-
symptote, qui ici eségalea 1, est loin détre approcbe pour
t = 10000.

x10°

I I
9000 10000

0 I I I I I I
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

Figure 3:Indisponibilitt (eparation minimale)

4. Deux composants en interaction

4.1. Interactions fonctionnelles

Nous consiérons deux composants pouvdtite chacun dans
deuxétats : Iétat de marche nétl et I'état de panne nebt. Le
syséme comporte donc quatetats :

e = (1, 1), €y = (0, 1), €3 = (170), €4 — (0,0)

Il'y a deux variables physiques, dode= 2, x = (21, 22) :

e 1, estla duee de &jour du premier composant dans son
état courantgge ou duge de éparation),

e 1, est la duee de &jour du deu¢me composant dans
sonétat courantgge ou duge de eparation).

Ces variables physiques croissent avec vitéstnce,, (e;) =
1 pouri € {1,2,3,4}, m € {1, 2}.

Les taux de dfaillance et deéparation d’'un composant ne
sont pas supp@s constants etépendent de &tat de I'autre
composant :

e le taux de éfaillance du composant n@roi (i = 1,2)
est\;(x;) (respectivemeni’(x;)) lorsque lage de ce
composant est; et lorsque I'autre composant est en mar-
che (respectivement en panne),

e le taux de eéparation du composant néno: (i = 1,2)
estu;(z;) (respectivement(z;)) lorsque lage de ce
composant est; et lorsque I'autre composant est en mar-
che (respectivement en panne).

Lorsqu’un composant changeédat, la variable physique qui
lui correspond est remise0, donc :

0(61762) = 0(62761) = 0(63764) = 0(64’63) = {1}7
C(e1,e3) = Cles,e1) = Clea, eq) = Cleq, e2) = {2},

0(617 64) = {1, 2}

Pour tenir compte des ordres de grandeuddfits entre les
taux de @faillance et de@paration, nous prenons :

qe1,1) = qle1,2) = q, qlez,1) =1, q(e2,2) =g,

q(€3a 1) =4q, q(6372) = 17 Q<€47 1) = CI(€4’2) = 1)
et nous posons, pOlz]rz 1, 2.

(m+1)qh (m+1)h

S = [ nds =g [ s
maqh mh
(m+1)qh (m+1)h

N = o [ N = [ i) ds
maqh mh

Nous supposons que les composants sont reellifsstant ini-
tial, donc :

zo(er, (k1,k2)) = 1qr, =0y L{k,=0}s

fL'O(@j» (k1,k2)) = 0 pour j # 1.
L'algorithme s&crit :

(1+h (;\1(14}1) + ;\Q(kQ))) Tni1(er, (k1,k2)) =
{ l‘n(el,(kl—Lkg—l)) sin/qGN,
xn(ela(klakQ)) Sln/Q¢Na

Tnyi(er, (k1,k2)) = Zpga(er, (K1, k2))

+ h 1k =0y Zﬂl(@ Tpy1(ez, (4, k2))
>0

+ hlig,—0y Z () Tny1(es, (K1, 0)),
>0

(1+h (1 (k1) + Ay(k2))) Znri(ez, (k1) ko)) =
{ l‘n(eg,(kl—LkQ—l)) sin/qu,
xn(e%(kl 717k2)) si n/Q¢Na

Tnii(es, (k1,k2)) = Zpt1(ez, (k1,k2))

+h 1k =0} Z M (0) g (e, (€ k2))
>0

+ ol ggy—oy Y i5(0) Eng(ea, (k1,0),
>0

(L4 h (N (k1) + fia(k2)) Znia(es, (k1 k2)) =
{ l‘n(€3,(k1—17k2—1)) sin/qu,
xn(633(k17k271)) Sln/Q¢Na



Tnt1(es, (k1,k2)) = Zpt1(es, (k1,k2))
+h1ig,—0) Z A2 (€) Zppa (e, (ki 0))
>0

+ hlig =0} Z iy (£)
>0

1(k1) + fin(k2))) Tt (eq, (ks ko)) =
Ty (eq, (k1 —1,ky — 1))

Tpyi(es, (k1,k2)) = Tnialea, (k1,k2))
+h L ka—oy D A (0) Enpa(ea, (K1, 0))
>0

+ Al =0y DM ()
>0

jn+1(e47 (Ea k2))a

(L+h(a

i'nJrl(eSv (27 kQ))

Exemples nuneriques

Les deux composants sont suppsitre en paratile.

Dans le premier cas, la deg de fonctionnement du premier
composant est de loi de Weibull de pakgtne déchellea =
2500 et de pararatre de forme3 = 2 (moyenne2216) lorsque

Nous cevelopperons plus eréthil les Esultats nurériques
dans le cas de la redondance passive (paragraphe 4.3)aent I
gorithme est assez semblableelui de ce paragraphe-ci.

4.2. Fiabilité d’'un syseme formé de deux composants

Nous supposons que les deux composants soépamtants et
en parakle. C'est un cas particulier du paragraphe 4.1 avec :
A=A, A=A

py = p =0,

4.3. Redondance passive

On consi@re deux composants en redondance passive. Le pre-
mier composant est le composant principal. Le deord com-
posant est un composant de secours. &gime nominal, le
composant principal est en marche et le composant de secours
esta I'arrét. Lorsque le composant principal tombe en panne,
on essaie de&marrer instanté@ment le composant de secours,
mais il y a une probabilip pour que celui-ci refuse decharrer
lors de la sollicitation.

Lorsque le composant principal e§pagé, c’est celui-ci qui

le deuxeme Composant est en marche, respectivement de loi fonctionne et le Composant de secours estarliarrét et remis

de Weibull de paragtre dechellear = 2000 et de pararatre
de formes = 1.8 (moyennel779) lorsque le deuxime com-
posant est en panne. Sa @eide eparation est de loi gamma de
paranetre de formd.5 et de moyenné.

La due de fonctionnement du deexrie composant est de
loi de Weibull de paramtre dechellen. = 1662 et de pararétre
de formeS = 1.5 (moyennel500) lorsque le deuxime com-
posant est en marche, respectivement de loi de Weibull de pa-
rametre dechellea = 1800 et de pararatre de forme? = 1.3
(moyennel662) lorsque le deuxime composant est en panne.
Sa duee de eparation est de loi lognormale de pagtrasm =
1.5 eto = 0.5 (moyennes.1).

Nous avons pri¢é = 0.2 etq = 250. Le graphe de l'indispo-
nibilité est doné dans la figure 4.
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Figure 4:Indisponibilitt (2 composants en interaction)

Dans le dewdme cas, nous avons pris pour lesé&hsg de
fonctionnement et deéparation des lois exponentielles dont les
moyennes sont les@mes que dans le premier cas.

La comparaison entre legsultats trougs par I'algorithme
préseng ici et ceux obtenus par graphe de Markov donne une
idée de la qualé de notre algorithme car le calcul par graphe de
Markov dans le cas de quateéats est s performant.

Le maximum de I'erreur absolue entre les deustihodes est
de5.4 x 1078 et I'erreur relative sur la disponibiétasympto-
tique est dd %, ce qui est touh fait satisfaisant.

a neuf instanta&ment.

Pendant qu'il esh I'arrét, le composant de secours ne vieillit
pas. ApEs une gparation, un composant est cogsglcomme
neuf.

Lesétats du systme sont = {ej, eq, e3,€4} avec :

€1 = (171(1)’ €2

I' étatl, signifiant que le composant de secours est en attente.
Il'y a deux variables physiques, une pour chaque composant.
La variable physique correspondantin composant est s@ige
lorsque le composant n'est pas en panne et l@aeleécoube
depuis le ébut de la gparation si le composant est en panne.
Comme le composant de secours ne vieillit pas lorsqu’il est e

attente, nous avons
1 )
( . ) Vi€ {2,3,4}.

e(er) = ( . ) e(e:) =

On note); ety (respectivemenk, et s ) les taux de éfail-
lance et de @paration du composant principal (respectivement
du composant de secours). Les taux de transition sont denc le
suivants :

=(0,1) e3 =(1,0), eq = (0,0),

(1 =p) Ai(z1),

a(er, ez, (r1,22)) =

aler, eq, (21, 22)) = pAi(z1),
alez, e1, (x1,32)) = pa(x1), ales, e, (¥1,22)) = pa(22),
alez, eq, (21, 32)) = A2(22), aleq, €2, (1,22)) = p2(w2),
ales, e4, (1, 22)) = A1 (21), ales, e3, (21, 32)) = pa(z1).

La variable physique d'un composant est mise lorsque
celui-ci change détat, par corsquent :

0(81762) = 0(63,64) = 0(64,63) = {1},
0(63761) = 0(62,64) = 0(64,62) = {2},
C(ea,e1) = Cler,eq) = {1,2}.

Pour tenir compte des ordres de grandeugédéhts entre les
taux de @faillance et de@paration, nous prenons, comme dans
le paragraphe 4.1 :

Q(ela 1) = q(6172) =4q, Q(627 1) = 17 q(6272) =q,



Q(e?n 1) =4q, Q(€372) = 1a Q(e4? 1) = Q(e472) =L
L'algorithme est le suivant :
zo(e1, (k1,k2)) = 1k, =0y 1{k,=0}

l‘o(ej, (k’1, kg)) =0 pourj 75 1.

(14 Rk Ai (k1)) Engalen, (kr, k2)) =
{ xp(er, (k1 —1,k2)) sin/q €N,

xn(e1, (ki,k2)) sin/q ¢ N,
Tpyi1(er, (b, k2)) Tnt1(er, (b1, k2))

+h 1k, =0y Zﬂl(f) Tnii1(ea, (4, k2))
>0

+ h1gk,=0} th(@ Tnta(es, (k1,0)),
>0

(14 R (i1 (k1) + Az (k2))) Ent (€2, (K1, k2)) =
{ Tn(e2, (k1 —1,ka — 1)) sin/q €N,

xn(ea, (k1 — 1,k2)) sin/q ¢ N,
Tpy1(ez, (K1, k2)) Tpy1(ez, k1, k2))

+h 1k =0y Z(l —p) A1 () Tny1(er, (0, k2))
>0

+h 1{k2:()} Z 2 (e) jn—‘,—l(eéla (kla e))a
£>0

(14~ (M (k1) + fiz(k2)) Znia(es, (b1, k2)) =
{ xn(es, (k1 —1, ke — 1)) sin/qeN,

mn(e37(kl7k2_]—)) Sln/q¢N7
Tnt1(es, (ki,k2)) Znt1(es, (ki,k2))
+ h 1, -0 Zﬁl(f) Tpy1(eq, (4, k2)),
£>0

(L4 h (@y (k1) + fin(k2))) Tnv1(ea, (ki k2)) =
l’n(€4, (kl — ].,kg — ].))

Tpq1(eq, (b1, k2)) Tpq1(eq, (b1, ko))
+h 1k, =0y Liko=0} Z Z pAL () Ty (ex, (41, 62))

£>005>0

+h1ig,—0) Z A2(0) Znyr (€2, (k1,0))
>0

+ B lg—0p M0 Engales, (6 F2)).
£>0

Exemples nuneriques

Dans le premier cas, la ddg de fonctionnement du com-
posant principal est de loi de Weibull de paktne déchelle
a = 2500 et de paramatre de formes = 2 (moyenne2216). Sa
durée de eparation est de loi gamma de paftm de formd.5
et de moyenna.

La duree de fonctionnement du composant de secours est de
loi de Weibull de paramstre déchellec: = 1662 et de pararatre
de formes = 1.5 (moyennel500). Sa duée de eparation est
de loi lognormale de paragtresm = 1.5 eto = 0.5 (moyenne
5.1).

La probabilie de refus de@narrage la sollicitation pour le
composant de secourset= 1073,

Nous avons prig¢ = 0.2 etqg = 250.

Le graphe de l'indisponibilé est dona dans la figure 5. Les
oscillations qui apparaissent semblent dugssans qu’on s’ex-
pligue vraiment le penonene. Un zoom sur le graphe laisse
penser que la valeur asymptotique de l'indisponibikst at-
teintea partir det = 4500. A partir de cette valeur du temps,
I'indisponibilité oscille entre .40 x 10~ et1.54 x 10~6.
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Figure 5:Indisponibilitt (redondance passive)

Dans le dewdme cas, les dées de fonctionnement et de
réparation sont de lois exponentielles dont les moyennets son
égalesa celles du premier cas. Nous avons pris= 0.05 et
g = 1000. Le graphe de I'indisponibilé est doné dans la figu-
re 6.
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Figure 6:Indisponibilitt (redondance passive, taux constants)

L'erreur absolue maximale entre le calcul de I'indispolitibi
par I'algorithme péseng et par graphe de Markov est@&5 x
10~8. Lerreur relative maximale est d26%. Ces esultats
montrent le bon comportement de notre algorithme.

Lindisponibilité au tempg = 40, trouvee par I'algorithme
est de2.62 x 1075, Lindisponibilité au néme instant cal-
culee en utilisant un graphe de Markov est 2182 x 107°.
Lindisponbilite asymptotiqueéelle est de2.55 x 1075, On
peut donc consierer qua I'instantt = 40 l'indisponibilité est
stabili€e, ce qui, d'agrs le graphe 5, ne semble se produire
gu’au deh de 4000 dans le cas de taux non constants : la vitesse
de convergence vers l'indisponibdiasymptotique dans le cas



de taux constants esh hussi, beaucoup plus rapide que dans le
cas de taux non constants.

D’autre part, la valeur de l'indisponibtasymptotique sem-
ble &tre de l'ordre del.5 x 105 avec les taux non constants
et elle est de I'orde d&.5 x 10~5 avec les taux constants.
Bien qu’elles soient du Ame ordre de grandeur, ces valeurs
différent. Cecin’est d’ailleurs pas en contradiction avecéath
rie. En effet, dans le cas de taux non constants le procesaus ¢
sidéré n’est pas un processus classique (ce n'est pas par exem-
ple un processus semi-markovien) et il n’existe auc@suitat
de comparaison avec le cas markovien.

Dans le troistme cas, les dées de fonctionnement des com-
posants ont @me loi que dans le premier cas mais les moyennes
des duees de &paration sont0 a 20 fois plus petites que dans
lescas 1let?2.

La duree de eparation du composant principal est de loi gam-
ma de paramtre de formel5 et de moyenn®.3. La duée de
réparation du composant de secours est de loi lognormale de
paranetresm = —1.5 eto = 0.5 (moyenne).25).

Nous avons toujours = 10~3. Nous avons prig = 0.02
etq = 1000. Le graphe de l'indisponibilé est doné dans la
figure 7.
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Figure 7:Indisponibilitt (redondance passive)

Un zoom sur le graphe laisse penser que l'indisponibdit
symptotique est atteinte autour tle- 4850. Sa valeur oscille
alors entred.50 x 1072 et9.63 x 1078,

Dans le quatéme cas, les daes de fonctionnement et de
réparation sont de lois exponentielles dont les moyennesszor
pondent au troigme cas.

Nous avons prisi = 0.004 et ¢ = 1000. Le graphe de
l'indisponiblité est doné dans la figure 8.

L'erreur absolue maximale entre le calcul par notre alpori
et le calcul par graphe de Markov est&7 x 10~°. Lerreur
relative maximale entre les deux calculs es2d8%.

Ces Bsultats confirment les commentaires sur les premiers et
deuxeme cas. En outre, nous voyons que la division par un
facteur d'au moinsl0 des duges de &paration n'affecte pas
sensiblement la quaéitde nos &sultats.

5. Conclusion

Nous avons monérsur quelques exemples dont la liste n’est pas
restrictive, que le formalisme de la fiab@idlynamique permet
de ckcrire ai#ment des magles varés de fiabilié classique.
Nous avons prop@sun algorithme gréral de quantification
de tels modles reposant sur uneéthode de volumes finis.

-8 Paragraphe 4.4 Cas 2prime P4Robert
T T T

Figure 8:Indisponibilitt (redondance passive, taux constants)

Il a éte proue matlematiquement ([2]) que lorsque le pas de
discietisation tend ver§, cet algorithme converge vers la so-
lution cherclee. Nous avons modéficet algorithme pour tenir
compte des ordres de grandeur&lifints entre taux dehillan-

ce et de eparation.

Nous avons fait tourner I'algorithme profosur des exem-
ples simples avec des taux correspon@ades lois de Weibull,
gamma et lognormales. Pour tester sa géalibus avongga-
lement consiéié le cas de taux constants, cas pour lequel les
méthodes markoviennes donnent desultats qui peuvergtre
consiceres comme fiables. Cegsultats de comparaison sont
trés satisfaisants. Par contre, dans le cas de taux non ctstan
des oscillations apparaissent autour de ce qu’on peut seppo
eétre la bonne valeur. Pour pallier cet incénient, on peut lisser
le graphea I'aide d’'une moyenne mobile. On peegalement
tenter de trouver la cause profonde de cérmanene pour y
remédier par une modification de I'algorithme.

Enfin, dans les exemples tri@a#, on constate que I'approxi-
mation faite en prenant des taux defaillance et deéparation
constants ne donne qu’unetielde I'ordre de grandeur de I'in-
disponibilitt asymptotique du sy&ine consiére et ne permet
pas de connaitre la vitesse de convergence vers cette valeur
asymptotique.
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