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Notations

Nous présentons ici quelques notations et abréviations que nous utilisons
tout au long de ce document. Certaines abréviations anglaises d�usage cou-
rant même en français ont été conservées telles quelles, sans être traduites
en langue française (ex : i.i.d.).

Abréviations

� BV : Bounded Variation (variation bornée).

� e.d.o. : équation di¤érentielle ordinaire.

� e.d.p. : équation di¤érentielle partielle.

� ERM : équation de renouvellement markovien.

� hr : Hazard Rate (taux de hasard).

� IFR : Increasing Failure Rate (taux de panne croissant).

� i.i.d. : independent and identically distributed (indépendantes et de
même loi).

� NBU : New Better Than Used (meilleur neuf qu�usagé).

� PDMP : Piecewise Deterministic Markov Process (processus de Mar-
kov déterministe par morceaux).

� p.s. : presque sûrement.

� resp. : respectivement.

� rhr : Reversed Hazard Rate (taux de hasard inversé).

� SMP : Semi-Markov Process (processus semi-markovien).

� v.a.r. : variable aléatoire réelle.



2 NOTATIONS

Notations générales

� Pour f : E ! Rd bornée (où d 2 N�), on note kfk1 = supx2E kf (x)k.

� Soient F et G deux espaces topologiques quelconques. Alors :

�C (F;G) est l�ensemble des fonctions continues dé�nies sur F et
à valeurs dans G.

�Cb (F;G) est l�ensemble des fonctions appartenant à C (F;G) et
bornées.

�C1 (F;G) est l�ensemble des fonctions appartenant à C (F;G),
di¤érentiables et de di¤érentielles continues sur F .

�C1c (F;G) est l�ensemble des fonctions appartenant à C
1 (F;G) et

à support compact.

� Pour A � E, 1A désigne la fonction indicatrice de A, dé�nie sur E par
1A (x) = 1 si x 2 A et 1A (x) = 0 si x 2 EnA.

� Si M est une matrice de taille n1�n2, pour 1 � i � n1 et 1 � j � n2,
M (i; �) représente la i� ième ligne et M (�; j) la j� ième colonne.

� Pour f : E � F ! G et x 2 E, le symbole f (x; �) représente l�appli-
cation f (x; �) : F ! G qui à y 2 F associe f (x; y). Pour y 2 F , le
symbole f (�; y) est dé�ni de la même manière.

Notations probabilistes

� Si (
;A;P) est un espace de probabilité, E représente l�espérance par
rapport à P.

� Si (Xt)t�0 est un processus stochastique sur un espace de probabi-
lité (
;A;P) à valeurs dans un espace mesuré (E; E), pour x 2 E,
le symbole Px représente la probabilité conditionnelle sachant que le
processus part de X0 = x et Ex représente l�espérance par rapport à
Px. De même, si �0 est une probabilité sur (E; E), P�0 et E�0 désignent
la probabilité et l�espérance conditionnelles sachant que X0 a pour loi
�0.

� Si X : (
;A;P) ! R est une v.a.r., on note FX sa fonction de répar-
tition et �FX sa fonction de survie, avec :

FX (x) = P (X � x)

�FX (x) = 1� FX (x) = P (X > x)

pour tout x réel.

� Lois de probabilités :

Sophie Mercier



NOTATIONS 3

�Exp (�) : loi exponentielle de paramètre � > 0, de densité

f� (x) = �e��x1R+ (x) :

� � (�; �) : loi Gamma de paramètres de forme � et d�échelle �, où
�; � > 0. La densité associée est

g�;� (x) =
1

��� (�)
x��1e�x=�1R+ (x) :

�LN (m;�) : loi log-normale de paramètres m et �, où m 2 R et
� > 0. La densité associée est

lm;� (x) =
1

�x
p
2�
e�

(ln(x)�m)2

2�2 1R�+ (x) :

�W (�; �) : loi de Weibull de paramètres d�échelle � et de forme
�, où �; � > 0. La fonction de survie associée est

�F�;� (x) = e��x
�
1R+ (x) :

Université Paris-Est
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Version française

Le contexte

L�objectif de ce document est de présenter l�essentiel de mon travail de re-
cherche, qui propose quelques contributions dans le domaine des mathéma-
tiques pour la �abilité. Rappelons que depuis les ouvrages fondateurs de
(Barlow et Proschan, 1965, 1975), ce domaine désigne l�étude du fonction-
nement de ce que l�on appelle un système, un système pouvant représenter à
peu près n�importe quel machine ou appareil susceptible d�être en marche ou
en panne à un instant donné. Pour ce type d�étude, deux approches sont pos-
sibles, que l�on peut quali�er respectivement de statique et de dynamique :
l�une s�intéresse aux propriétés d�un système à un instant t donné avec,
par exemple, l�étude des fonctions de structure, des réseaux bayésiens, des
arbres de défaillances... L�autre envisage au contraire son évolution au cours
du temps. C�est à ce dernier aspect qu�est consacré tout ce mémoire, et plus
précisément à l�étude de systèmes dont l�évolution dans le temps est aléa-
toire et modélisée par un processus stochastique. Ce type d�étude présente
deux volets : un volet statistique, dont le but est de déterminer un modèle
stochastique qui soit le mieux ajusté possible aux données (et éventuelle-
ment aux avis d�experts), et un volet probabiliste qui, partant d�un modèle
stochastique donné, vise à analyser le comportement aléatoire du système et
à faire de la prévision. Nous laissons pour notre part tout aspect statistique
de côté pour nous consacrer à une approche essentiellement probabiliste.

Si l�on se place d�un point de vue industriel, les pannes aléatoires d�un
système peuvent avoir diverses incidences, les unes du domaine économique,
du fait de coûts de réparation ou d�indisponibilité, les autres du domaine
de la sûreté de fonctionnement, lorsqu�il s�agit de composants critiques pour
l�environnement ou la santé humaine par exemple. Ceci induit des contraintes,
qui imposent à un industriel de contrôler le bon fonctionnement du système
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qu�il exploite. Ces contraintes s�expriment à l�aide d�indicateurs, qui per-
mettent de mesurer les performances d�un système, de contrôler sa qualité,
sa �abilité, son coût de fonctionnement... Ceci induit un premier problème,
qui est le calcul de ces indicateurs, pour lesquels on ne dispose pas néces-
sairement de formules analytiques exactes, ou dont la forme exacte pose des
problèmes d�évaluation numérique. Un deuxième problème est aussi de voir
comment agir pour améliorer ces indicateurs, a�n de gagner en sécurité ou
en pro�t. L�essentiel de ce document se situe dans la lignée de ces deux
problèmes : les deux premiers chapitres (Chapitres 2 et 3) sont consacrés
à l�étude de politiques de maintenance, qui, en prévenant certaines pannes,
permettent d�améliorer certains indicateurs ; les chapitres suivants (Cha-
pitres 4, 5 et 6) sont principalement consacrés à l�évaluation numérique de
ces indicateurs, et ce, pour divers modèles d�évolution stochastique ; une par-
tie du Chapitre 6 présente aussi une étude de sensibilité, qui permet de clas-
ser les di¤érents paramètres d�un système selon leur importance, c�est-à-dire
selon leur in�uence sur un indicateur donné. Le dernier chapitre (Chapitre
7) présente quant à lui des travaux en cours, ainsi que quelques projets, dont
certains sont d�une essence di¤érente.

Chapitre 2. Optimisation de politiques de maintenance

Ce chapitre est consacré à une présentation rapide de mes travaux de thèse
(1997-2000), ainsi qu�à un prolongement de ces travaux e¤ectué ultérieu-
rement, en collaboration avec mon directeur de thèse, Michel Roussignol
(UPEMLV). L�objet de cette thèse est de proposer, étudier et optimiser dif-
férentes politiques de maintenance préventives ou correctives, pour des sys-
tèmes se dégradant suivant des processus markoviens ou semi-markoviens, à
valeurs dans un espace d�états �ni. Les durées de réparation suivent des lois
quelconques et les niveaux de maintenance corrective ou préventive peuvent
être ajustés. Les critères d�optimisation utilisés sont la disponibilité et le coût
moyen par unité de temps asymptotiques. Les processus décrivant l�évolu-
tion des systèmes, qu�il soient soumis à maintenance préventive ou non, sont
semi-régénératifs, et le calcul des critères d�optimisation reposent sur la théo-
rie du renouvellement markovien. Dans ce cadre, trois études di¤érentes ont
été menées :

Dans un premier temps, nous nous sommes attachés à optimiser le ni-
veau de maintenance corrective d�un système à dégradation markovienne,
relativement à la disponibilité asymptotique. Ceci nous a amené à mettre
une hypothèse de vieillissement sur le système, que nous avons traduite par
une monotonie du processus de Markov sous-jacent, relativement à un ordre
encore assez peu utilisé en �abilité, à savoir l�ordre pour le taux de hasard
inversé. Lorsque le degré de réparation est mesuré à l�aide de ce même ordre,
nous avons montré dans [P2] que la disponibilité asymptotique est d�autant
meilleure que les réparations sont complètes. Contrairement à ce à quoi on
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aurait sans doute pu s�attendre, l�ordre stochastique usuel n�est en revanche
pas su¢ sant pour avoir ce type de résultat. Divers exemples d�optimisation
du niveau de maintenance corrective relativement à la disponibilité asymp-
totique sont par ailleurs donnés dans [P3].

Dans un deuxième temps, nous avons proposé une politique de mainte-
nance préventive pour ce même système (à dégradation markovienne). L�état
du système est observé au travers d�inspections instantanées parfaites. La
politique de maintenance étudiée est de type dynamique, c�est-à-dire liée à
l�évolution du système : lors d�une inspection, si le système n�est pas trop
dégradé, on se contente de choisir la date (aléatoire) de la prochaine inspec-
tion en fonction de son état courant ; s�il est très dégradé, on l�arrête pour lui
faire subir une opération de maintenance préventive. Pour cette politique,
nous avons montré dans [P4] que, sous certaines conditions, le plan d�ins-
pections optimal était déterministe. Nous avons par ailleurs étudié l�apport
de la politique de maintenance préventive pour les critères étudiés et déter-
miné les plans d�inspections optimaux. Ceci nous a permis de véri�er que,
comme l�on pouvait s�y attendre, les inspections séquentielles proposées ici
sont e¤ectivement plus e¢ caces que des inspections périodiques, pourtant
fréquemment utilisées.

Dans un troisième temps, nous nous sommes intéressés à l�étude d�une
politique de maintenance suivant l�âge (Barlow et Proschan, 1965) pour un
système semi-markovien, cf [P1]. Là encore nous avons montré que, sous
certaines conditions, la politique optimale correspond à un temps d�attente
de la maintenance de type déterministe. Nous avons aussi donné di¤érentes
conditions pour que la politique de maintenance améliore la disponibilité
asymptotique, selon le comportement du taux de panne après un redémar-
rage (croissant, décroissant, décroissant puis croissant, ...).

Le travail fait ultérieurement avec Michel Roussignol [P5] est consacré à
un système à dégradation markovienne, soumis à la même politique de main-
tenance dynamique que celle étudiée lors de la thèse. Les critères d�intérêt
sont la �abilité et le taux de défaillance asymptotique, c�est-à-dire des cri-
tères liés à la première durée de bon fonctionnement du système. Ces critères
sont donc d�une essence très di¤érente de ceux étudiés dans la thèse. Notons
par ailleurs que, malgré un intérêt applicatif certain, le taux de défaillance
asymptotique n�a cependant été que peu étudié dans la littérature consacrée
à la maintenance, ce qui est sans doute dû au fait qu�il est souvent plus di¢ -
cile à déterminer que les autres critères. Pour notre étude, nous commençons
par établir des équations de renouvellement markovien véri�ées par la �abi-
lité du système maintenu. Ces équations sont défectives, au sens où le noyau
sous-jacent est de masse strictement inférieure à 1. En le renormalisant, on
se ramène à de vraies équations de renouvellement markovien, qui nous per-
mettent d�obtenir un équivalent de la �abilité de la forme R (t) � C � e��0t
quand t tend vers +1, où �0 est calculable numériquement. On montre en-

Université Paris-Est
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suite que �0 est le taux de défaillance asymptotique. En�n, nous donnons des
conditions portant sur la maintenance pour que la politique de maintenance
améliore à la fois la �abilité et le taux de défaillance asymptotique.

Chapitre 3. Remplacement préventif de composants obsoles-
cents

Ce chapitre est lui aussi consacré à l�étude de politiques de maintenance
préventive, mais dans un contexte di¤érent. Une première partie de ces tra-
vaux a été e¤ectuée en collaboration avec Pierre-Etienne Labeau (Université
Libre de Bruxelles), la deuxième partie seule. Le contexte est le suivant :
nous considérons des composants identiques et indépendants, qui sont rem-
placés instantanément lorsqu�ils tombent en panne. Contrairement au cadre
usuel de ce type d�étude, où les composants de rechange sont généralement
supposés être des copies conformes de ceux qu�ils remplacent tout-au-long
de la période d�intérêt, nous envisageons ici une innovation technologique
qui permet de disposer, à partir d�un certain moment, de nouveaux compo-
sants, plus �ables et plus économiques. Tous les composants mis en place
ultérieurement à cette innovation sont supposés être issus de cette nouvelle
technologie. Le problème est alors de déterminer la meilleure stratégie de
remplacements des anciens composants par des nouveaux : est-il préférable
de remplacer les anciens dès l�apparition des nouveaux composants (stra-
tégie purement préventive) ou d�introduire les nouveaux progressivement,
au fur et à mesure que les anciens tombent en panne (stratégie purement
corrective) ? Des stratégies mixtes, associant des remplacements préventifs
et correctifs, peuvent-elles encore être meilleures ? Le critère d�optimisation
utilisé est une fonction de coût sur un horizon de temps �ni, qui inclut des
dépendances économiques entre les remplacements.

Lorsque les composants ont des taux de panne constants, nous avons
démontré avec Pierre-Etienne Labeau [P6] que les seules stratégies opti-
males possibles étaient purement correctives, purement préventives, ou en-
core presque purement préventives (remplacement préventif de tous les com-
posants dès la première panne d�un ancien composant). Des conditions pré-
cises portant sur les paramètres des di¤érents types de composants ainsi
que sur la durée de mission prévue permettent de déterminer la stratégie
optimale. Les outils principaux sont la théorie des processus de Poisson et
les statistiques d�ordre associées à des variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées de loi exponentielle.

Dans [P14], je me suis ensuite intéressée au cas où les composants ont
des taux de panne quelconques (composants présentant des phénomènes de
vieillissement). Dans ce cas, on peut observer numériquement que la stra-
tégie optimale à horizon �ni évolue de façon non régulière en fonction des
paramètres des composants. D�un point de vue théorique, les fonctions de
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coût faisant intervenir des fonctions de renouvellement non connues expli-
citement et des statistiques d�ordre associées à des variables aléatoires pas
nécessairement identiquement distribuées, il semble illusoire d�espérer obte-
nir des conditions précises permettant de spéci�er la stratégie optimale de
remplacement à horizon �ni dans ce cadre. On obtient en revanche des condi-
tions précises portant sur les lois des durées de vie des composants et sur
leurs autres paramètres, permettant de spéci�er la stratégie optimale sur un
horizon in�ni. On montre ainsi que, contrairement au cas de taux constants,
et sans doute aussi, contrairement à l�intuition, n�importe quelle stratégie
peut ici être optimale sur un horizon in�ni. Des optimisations menées numé-
riquement montrent par ailleurs qu�il en est de même pour un horizon �ni,
même proche. On observe aussi numériquement que les résultats théoriques
à horizon in�ni semblent être un bon indicateur de la stratégie à suivre sur
un horizon �ni.

Chapitre 4. Encadrement de quantités �abilistes

Dans ce chapitre, nous abordons la partie "évaluation numérique d�indica-
teurs" de ce mémoire. Contrairement au chapitre suivant qui propose des
méthodes du domaine de l�analyse numérique, celles utilisées dans ce cha-
pitre restent du domaine des probabilités.

Nous nous intéressons ici à diverses quantités �abilistes, dont l�évaluation
numérique est traditionnellement faite, au moins dans un contexte industriel,
à l�aide d�approximations. En pratique, la précision de ces approximations
n�est pas toujours contrôlée, soit parce qu�elle est inconnue d�un point de
vue théorique, soit parce que son évaluation est trop coûteuse en temps de
calcul et/ou de développement logiciel. Nous proposons ici des encadrements
de ces quantités �abilistes par des bornes simples et aisément calculables,
et dont la précision peut être ajustée en fonction d�un pas de temps h > 0.
Dans chaque cas, la convergence des bornes vers les quantités visées lorsque
h tend vers 0 est démontrée. Des algorithmes de calculs des bornes sont
fournis.

Le principe de base de ces encadrements est très simple et consiste à
encadrer une variable aléatoire (v.a.r.) de loi quelconque par deux v.a.r.
discrètes approximantes à valeurs dans hZ. Si le principe d�approximation
d�une v.a.r. quelconque par une v.a.r. discrète n�est certes pas nouveau, il
n�en demeure pas moins que l�encadrement que nous utilisons ici n�a ap-
paremment été que peu exploré dans la littérature. Comme nous allons le
voir plus loin, il permet cependant d�encadrer de très nombreuses quantités
�abilistes, et ce, pour des modélisations très diverses.

Dans [P9], nous commençons par remarquer que, partant de l�encadre-
ment d�une v.a.r. quelconque par deux v.a.r. à valeurs dans hZ, il est im-
médiat d�en déduire des encadrements de sommes de v.a.r. indépendantes
quelconques à l�aide de sommes de v.a.r. discrètes, toutes à valeurs dans le
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10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

même espace hZ. On en déduit des encadrements pour diverses quantités
�abilistes liées à des sommes de v.a.r. indépendantes, comme la �abilité d�un
système formé de composants en redondance passive, des fonctions de renou-
vellement ou des fonctions de survie associée à des sommes géométriques de
v.a.r.. Les bornes obtenues sont du même type mais ne font plus intervenir
que des v.a.r. à valeurs dans hN. Leur calcul est aisé et facilement implémen-
table. Notons que les quantités d�intérêt ici, et en particulier les fonctions de
renouvellement, ont fait l�objet de très nombreuses publications consacrées à
leur évaluation numérique. On peut ainsi se référer à (Dohi et al., 2002), qui
comprend un grand nombre de références, les unes spéci�ques, consacrées
à un type de loi donnée, les autres générales. Un travail de comparaison
avec ces dernières a été fait, qui montre l�intérêt de la méthode proposée
ici, pour laquelle la précision des résultats est connue directement alors que
celle des autres méthodes, même lorsqu�elle est accessible, semble souvent
plus di¢ cile à évaluer.

Partant d�un processus semi-markovien (SMP) à temps continu, le même
principe d�encadrement est utilisé dans [P11] pour construire deux SMP à
temps discret qui encadrent le SMP initial. Les états visités par ces deux
SMP discrets sont les mêmes que pour le SMP initial. Les intervalles inter-
arrivées des deux SMP discrets encadrent les intervalles inter-arrivées du
SMP initial. (L�un reste un peu plus longtemps dans chaque état visité ;
l�autre un peu moins longtemps). Comme précédemment, les lois des v.a.r.
encadrantes, ici les intervalles inter-arrivées des deux SMP discrets, ont
pour support hN. Une fois ces deux SMP discrets encadrants construits,
nous montrons que la solution d�une équation de renouvellement marko-
vien (ERM) associée au SMP initial peut être encadrée à l�aide de solutions
d�ERM associées aux deux SMP discrets. Ces ERM discrètes sont faciles
à résoudre et fournissent des bornes simples pour les solutions des ERM
continues. L�intérêt applicatif de ce travail est que la plupart des quanti-
tés �abilistes à temps �ni liées à un système semi-markovien sont solutions
d�ERM continues que l�on ne sait pas résoudre explicitement. La méthode
proposée ici fournit des approximations de ces quantités avec une précision
connue et ajustable (à l�aide de h), ce qui ne semble pas toujours être le cas
des autres méthodes, cf (Csenki, 2002) et ses références par exemple.

Nous terminons ce chapitre en nous consacrant à des systèmes marko-
viens ([P12]). L�intérêt de cette modélisation, très utilisée par les industriels,
est que la plupart des indicateurs sont, dans ce cadre, connus de façon expli-
cite. En ce qui concerne les indicateurs à temps �ni, leur formulation fait ce-
pendant intervenir des exponentielles de matrice, di¢ ciles à évaluer pour de
gros systèmes. Ceci a donné lieu à de très nombreuses publications consacrées
à leur évaluation numérique, cf (Moler et Van Loan, 1978, 2003) et leurs
références par exemple. Nous particularisons ici les résultats obtenus pré-
cédemment dans un cadre semi-markovien au cadre markovien. Les bornes
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obtenues se simpli�ent considérablement. Pour les probabilités de transition,
ces bornes fournissent des approximations que l�on peut facilement inter-
préter en termes du processus de Markov sous-jacent. Ces approximations
s�avèrent être proches de méthodes classiques (méthode d�Euler explicite et
uniformisation externe) ainsi que de (Cocozza-Thivent et Eymard, 2004a).
Nous avons alors comparé les résultats obtenus par ces di¤érentes méthodes,
et ce généralement à l�avantage de la méthode proposée ici, aussi bien pour
la qualité des résultats que pour les temps de calculs observés.

Chapitre 5. Méthodes de volumes �nis en �abilité dynamique

Dans ce chapitre, nous continuons à nous intéresser à l�évaluation numérique
d�indicateurs �abilistes mais dans un domaine di¤érent, celui de la �abilité
dynamique. Les travaux présentés ici sont tous en collaboration avec Robert
Eymard (UPEMLV), avec en plus Christiane Cocozza-Thivent (UPEMLV)
pour [P7] et [P8], Michel Roussignol pour [P7], et Alain Prignet (UPEMLV)
pour [P13].

La �abilité dynamique, introduite par (Devooght, 1997), est l�étude de ce
que l�on appelle des systèmes hybrides, c�est-à-dire des systèmes dont l�évo-
lution est gouvernée par deux types de dynamiques : l�une est discrète, liée
à l�arrivée d�événements isolés, comme la panne d�un composant ou l�ouver-
ture d�une vanne ; l�autre est continue, à valeurs dans Rd, liée à l�évolution
de variables continues, du type température, pression, durée passée dans
un état... Ces deux dynamiques sont en mutuelle interaction, ce qui en com-
plexi�e notablement l�étude. On modélise leur évolution à l�aide de processus
markoviens déterministes par morceaux (PDMP), introduits et étudiés par
(Davis, 1984, 1993). Un PDMP est un processus (It; Xt)t�0 à valeurs dans
un espace d�état E � Rd (E est �ni), qui saute à des instants isolés. Entre
deux sauts, It est �xé et Xt suit une trajectoire déterministe qui dépend de
It. Le taux de transition de It� à It est une fonction a (It� ; It; Xt�). Lors
d�un saut de It à l�instant t, la variable "continue" Xt peut aussi sauter et
est distribuée selon une loi �(It� ;It;Xt�)

(dy). La modélisation de Davis com-

prend en plus des sauts éventuels du processus lorsqu�il atteint la frontière
de l�espace où il est dé�ni, ce que nous n�envisageons pas ici.

Pour un système hybride modélisé par un PDMP, les indicateurs �a-
bilistes ne sont généralement pas atteignables analytiquement et sont la
plupart du temps évalués par simulation de Monte-Carlo, ce qui induit fré-
quemment de longs temps de calculs. Nous proposons ici des méthodes al-
ternatives issues de l�analyse numérique, de type volumes �nis. Ce type de
méthode n�a, à notre connaissance, pas été utilisée auparavant en �abilité.
Les indicateurs �abilistes (à temps �ni) s�exprimant à l�aide des lois margi-
nales du PDMP (les lois à t �xé), nous nous attachons plus spéci�quement à
leur évaluation. Pour ce faire, nous commençons par les caractériser comme
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12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

unique solution d�un système d�équations intégro-di¤érentielles [P7]. Puis,
partant de ces équations, nous proposons deux schémas de type volumes �nis
dont nous démontrons la convergence, l�un explicite [P8], l�autre implicite
[P13].

Un PDMP étant un processus markovien, nous pouvons écrire les équa-
tions de Chapman-Kolmogorov associées (aussi appelées équations de Dyn-
kin). Ces équations stipulent que la loi marginale �t = (�t (i;dx))i2E du
processus à l�instant t, véri�e

�th = �inih+

Z t

0
�sH0h ds (1.1)

pour tout t � 0 et h : E � Rd ! R su¢ samment régulière, où H0 est le
générateur étendu du processus et �ini la loi initiale du PDMP. Ces équations
sont données dans (Davis, 1993), ainsi que le générateur H0. Le but de [P7]
est de montrer que (�t)t�0 est l�unique famille de probabilités solution de
ces équations. Pour cela, nous étendons classiquement (1:1) à des fonctions
dépendant du temps et montrons que

0 = (�ini') (�; �; 0) +
Z
R+
�sH' (�; �; s) ds (1.2)

pour toute ' : E � Rd � R+ ! R régulière à support compact, où

H' (�; �; s) = H0 (' (�; �; s)) +
@

@s
' (�; �; s) : (1.3)

Il s�agit alors de montrer que �s (i;dx) � ds est l�unique mesure de Radon
véri�ant ces nouvelles équations, ce qui permet de conclure sur le problème
initial grâce à un argument de continuité. Pour cela, si ~m(i; dx;ds) désigne
la di¤érence de deux solutions de (1:2), on remarque que ~m = 0 pour toute
fonction  de la forme  (�; �; s) = H' (�; �; s). En utilisant des transformées
des fonctions ' le long des trajectoires du processus et un théorème de
Cauchy-Lipschitz fonctionnel, on montre ensuite que cette propriété est vraie
pour su¢ samment de fonctions  pour pouvoir en déduire que ~m est nulle
et ainsi conclure sur notre problème d�unicité.

Dans le cas où �ini et �(i;j;x) (dy) sont des mesures à densité, la loi mar-
ginale du PDMP �t est aussi une mesure à densité, �t(i;dx) = u(i; x; t) dx.
Les équations de Chapman-Kolmogorov peuvent alors s�écrire sous la forme
suivante (au moins formellement) :

@u

@t
(i; x; t) + div(u(i; x; t)v(i; x))

=
X
j2E

Z
Rd
a(j; i; y) (u(j; y; t)� u(i; x; t)) mj;i;y (x) dy; (1.4)
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avec u(i; x; 0) = uini(i; x), pour presque tout x 2 Rd, tout t 2 R+ et tout
i 2 E, où u(i; x; t) est la fonction inconnue et où uini : E � Rd ! R+,
v : E � Rd ! E � Rd, mj;i;y : Rd ! R+ et a : E2 � Rd ! R+ sont des
données liées au PDMP.

Dans le vocabulaire de l�analyse numérique, ces équations apparaissent
comme des équations di¤érentielles partielles de type hyperbolique linéaire,
couplées par leur second membre. Dans [P8], nous proposons un schéma de
type volumes �nis explicite décentré amont pour ces équations (dans le cadre
général où les mesures n�admettent pas nécessairement de densité).

Contrairement au cadre usuel d�étude de ce type d�équations, où les fonc-
tions sont généralement intégrables (L1) et bornées (L1), les solutions sont
ici des densités de probabilités, c�est-à-dire des fonctions certes intégrables
mais pas nécessairement bornées. Ce cadre inhabituel nous amène à l�em-
ploi de techniques nouvelles pour ce type d�étude. A titre d�exemple, certains
passages à la limite nécessitent qu�une famille de solutions approchées soit
relativement compacte, ce qui nous conduit, dans notre cadre, à devoir dé-
montrer que la famille de probabilités approchées fournie par le schéma est
tendue. Pour cela, nous construisons une suite de rayons à deux indices, qui
permet de contrôler la propagation de la masse de probabilités liée aux sauts
du processus ainsi que celle liée à son évolution déterministe entre les sauts.
Ceci s�avère assez technique. De la même façon, les démonstrations usuelles
reposent sur des inégalités de type BV (Bounded Variation) faibles, qu�il
semble impossible d�obtenir ici dans un cadre général. Ceci nous amène à un
résultat de convergence sous une condition du type "pas d�espace"/"pas de
temps" qui tend vers zéro (ainsi que le pas de temps), alors que les condi-
tions usuelles, appelées conditions CFL (Courant�Friedrichs�Lewy), sont du
type inverse, à savoir "pas de temps"/"pas d�espace" borné. Ceci constitue
une di¤érence essentielle entre le cadre probabiliste de ce travail et le cadre
usuel.

Ce schéma a été testé sur di¤érents systèmes de petite taille, qui montrent
sa bonne performance. Cependant, sur quelques exemples pour lesquels des
quantités asymptotiques sont atteignables analytiquement, on a pu observer
de petites disparités lorsque l�on se rapproche du régime stationnaire. Ceci
nous a amené à développer un nouveau schéma de volumes �nis dans [P13],
cette fois-ci de type implicite. Après avoir écrit un premier schéma implicite
de type décentré amont classique, nous nous sommes aperçus, en étudiant la
convergence de ce schéma, que nous avions besoin pour conclure, de résultats
du type

8R; T > 0; 8i 2 E; lim
hM!0

hM �
Z T

0
jPM;�t
t (i; �)jBV (B(0;R))dt = 0; (1.5)

où hM et �t sont respectivement les pas d�espace et de temps, PM;�t
t (i; x) dx

représente l�approximation de �t (i;dx) fournie par le schéma, et j�jBV (B(0;R))
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14 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

est la semi-norme BV sur la boule fermée B (0; R) � Rd. Malheureusement,
comme pour le schéma explicite, les papiers antérieurs montrant ce type de
résultats, ne s�appliquent pas au cadre L1 de notre étude. Nous avons alors
développé une nouvelle inégalité de type BV-faible, de la forme :Z T

0
jPM;�t
t (i; �)jBV (B(0;R))dt �

C

h
1=q
M

; (1.6)

pour un 1 < q < 2, à partir de laquelle (1:5) se déduit aisément. Pour
montrer cette inégalité, nous utilisons des techniques inspirées de papiers de
Boccardo, Droniou, Gallouet, Herbin et Vazquez (références précises dans
le chapitre 5), qui ne fonctionnent cependant pas pour un schéma de type
décentré amont classique, nécessitant un terme de viscosité. Ceci nous a
amené à considérer un schéma intermédiaire entre un schéma décentré amont
et un schéma de Lax-Friedrichs modi�é, qui comprend quant à lui un terme
de viscosité. Grâce à l�inégalité BV-faible, le résultat de convergence obtenu
ici est valide dès que les pas de temps et d�espace tendent vers 0, sans
aucune condition de type CFL ou CFL inverse. Par ailleurs, cette inégalité
BV-faible est indépendante du schéma et peut être utilisée telle quelle dans
d�autres contextes. La démonstration de l�inégalité BV-faible est le point le
plus technique de ce travail, ainsi que de montrer que l�on peut appliquer
cette inégalité à la solution du schéma. Un autre point technique est, dans
une moindre mesure, la tension de la famille de lois approchées, que l�on
montre ici en construisant explicitement une fonction de Liapounov V telle
que

sup
0�s�t;0<hM;�t�C1;0<"�C2

PM;�t
s V < +1;

(où " > 0 est une constante qui intervient dans le terme de viscosité), ce qui
permet de conclure, selon une démarche classique en probabilités.

Chapitre 6. Autres travaux en �abilité dynamique

Dans ce chapitre, nous présentons divers autres travaux dans le domaine
de la �abilité dynamique. Les deux premiers, [P10] et [S1] (travail soumis),
sont en collaboration avec Robert Eymard, avec en plus Michel Roussignol
pour [S1]. Le dernier concerne la thèse de Margot Desgrouas, que nous avons
co-encadrée avec Christiane Cocozza-Thivent (50%) et qui a été soutenue le
30 janvier 2007.

L�objectif de [P10] est de montrer à un public de type ingénieur, d�une
part comment modéliser un exemple concret à l�aide d�un processus de Mar-
kov déterministe par morceaux, d�autre part comment évaluer numérique-
ment les quantités d�intérêt associées. Pour ce faire, nous nous intéressons à
un cas-test, proposé en 2003 par la société française Air Liquide à un comité
technique de l�ESRA (European Safety and Reliability Association). Il s�agit
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d�un système de production de gaz, pour lequel il faut calculer di¤érents cri-
tères : les disponibilités asymptotiques du système et de la production, ainsi
que les fréquences annuelles asymptotiques de perte totale de production et
de perte de production nominale. Le système étudié est de dimension ré-
duite, mais évolue en fonction d�un contexte environnemental typique de la
�abilité dynamique. Nous modélisons ce système à l�aide d�un PDMP puis
nous calculons les critères d�intérêt, d�une part par méthode de volumes �nis
implicite, d�autre part par simulation de Monte-Carlo. Les critères d�inté-
rêt étant ici asymptotiques, nous calculons les critères instantanés corres-
pondants jusqu�à ce qu�ils soient stabilisés, du moins pour la méthode de
volumes �nis. Pour la simulation de Monte-Carlo, nous préférons utiliser le
caractère régénératif du PDMP sous-jacent et calculer les quantités d�intérêt
sur un cycle. Les résultats numériques obtenus par les deux méthodes sont
cohérents, les temps de calculs étant en revanche nettement à l�avantage de
la méthode de volumes �nis.

Le travail suivant, [S1], est consacré à des études de sensibilité en �abilité
dynamique : les caractéristiques du PDMP sous-jacent sont supposées dé-
pendre d�une famille de paramètres et le problème est de comparer l�in�uence
qu�ont ces di¤érents paramètres sur divers critères �abilistes, à horizon �ni
et in�ni. Les critères d�intérêt sont de la forme R (t) et limt!+1

R(t)
t , avec

R(t) =

Z t

0
�sh ds;

où h est une fonction régulière bornée. L�in�uence d�un paramètre p est étu-
diée au travers de la dérivée du critère par rapport à p. Pour un critère à
horizon �ni, l�existence de cette dérivée provient de celle de @

@p (�sh), que
l�on montre à l�aide d�un théorème général donnant des propriétés de régu-
larité de solutions d�équations di¤érentielles et des équations de Chapman-
Kolmogorov, véri�ées par �sh. En pratique, la dérivée @

@p (�sh) implique

généralement h, mais aussi les @h
@xk

pour 1 � k � d (et éventuellement @h@p ),
et l�on ne sait pas l�évaluer directement. On utilise alors une forme de dua-
lité et on introduit une fonction 't, que l�on appelle fonction d�importance
associée à (h; t), et qui est telle que

H't(i; x; s) = h (i; x)

pour tout (i; x; s) 2 E � Rd � [0; t[, avec 't(i; x; t) = 0 pour tout (i; x) 2
E � Rd, où H est dé�ni par (1:3). On montre que, pour h indépendante de
p, on a :

@

@p

�Z t

0
�sh ds

�
=

@

@p

�Z t

0
�sH't(�; �; s) ds

�
= �

Z t

0
�s
@H

@p
't(�; �; s) ds

où @H
@p représente l�opérateur dérivé de H. On en déduit aisément

@
@p (R(t))

pour h éventuellement dépendante de p. La formulation obtenue est une
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extension aux PDMP des résultats obtenus par (Gandini, 1990) pour les
processus de Markov de sauts à espace d�état �ni. Les résultats pour les
critères à horizon in�ni sont obtenus de façon similaire, en introduisant une
fonction potentiel Uh, solution de H0Uh (i; x) = �h � h(i; x) pour tout
(i; x) 2 E � Rd, où � est la loi stationnaire du PDMP (que l�on suppose
exister et être unique). Les résultats obtenus dans ce cas sont une extension
de ceux de (Cao et Chen, 1997). L�intérêt de ce travail est de réduire le calcul
des dérivées des critères par rapport à p à celui des fonctions d�importance
et potentiels, en plus de l�évaluation initiale des lois marginales, nécessaires
au calcul du critère étudié. Lorsque les paramètres p sont nombreux, les
fonctions d�importance et potentiels étant indépendantes du paramètre par
rapport auquel on dérive, cette méthode apparaît comme plus économique
que la méthode usuelle de di¤érences �nies.

En�n, nous terminons ce chapitre en présentant rapidement les travaux
e¤ectués par Margot Desgrouas lors de sa thèse, consacrée au comportement
asymptotique des PDMP, cf (Desgrouas, 2007). Dans un premier temps,
Margot Desgrouas s�est intéressée à l�étude des lois stationnaires pour un
PDMP (existence, unicité), ainsi qu�à la convergence de ce PDMP. Elle a en
particulier étudié le caractère régénératif d�un PDMP et essayé de donner
des conditions su¢ santes pour qu�un PDMP soit Harris récurrent positif.
Lorsque l�espace des variables continues est de dimension 1, les conditions
obtenues semblent plutôt satisfaisantes. En dimension supérieure, ces condi-
tions pourraient sans doute être quelque peu a¢ nées. Dans un deuxième
temps, Margot Desgrouas s�est intéressée à l�évaluation numérique de cri-
tères asymptotiques pour un PDMP, qui s�expriment à l�aide de sa loi sta-
tionnaire (sous des conditions qui assurent son existence et son unicité).
Partant de la caractérisation de cette loi stationnaire à l�aide du générateur
du PDMP, Robert Eymard lui a proposé un algorithme de type volumes
�nis, permettant d�approximer cette loi stationnaire. Margot Desgrouas a
démontré la convergence de cet algorithme lorsque l�espace des variables
continues est de dimension 1 et borné. Elle a aussi appliqué ses résultats
(existence et unicité d�une loi stationnaire, convergence vers cette loi, calcul
numérique) à de petits exemples issus de la �abilité classique, que l�on ne
savait pas traiter auparavant, sinon par simulation de Monte-Carlo.

Chapitre 7. Conclusion, Travaux en cours, Projets

Diverses perspectives sont données tout-au-long de ce mémoire, qui sont au-
tant de pistes pour poursuivre les travaux e¤ectués. Dans ce dernier chapitre,
nous complétons ces perspectives par un aperçu de quelques travaux en cours
et autres projets, les uns et les autres à des stades divers d�avancement.
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1.2 English version

Context

The objective of this document is to present the main part of my research
work, which proposes some contributions in the �eld of mathematics for reli-
ability. Let us �rst recall that since the founding works of
(Barlow et Proschan, 1965, 1975), this �eld is concerned with the study of
the functioning of a so-called system, where a system can stand for any ma-
chine or device liable to be operational or out of order at some given time.
Such a study may be done through two di¤erent approaches, which may be
respectively quali�ed as static and dynamic: the �rst one is concerned with
the properties of a system at some �xed time t, such as the study of struc-
ture functions, Bayesian networks, fault trees... On the contrary, the other
one considers its evolution with time. This document is devoted to this last
aspect, and more speci�cally, to the study of systems randomly evolving in
time, with evolution modelled by a stochastic process. This kind of study
may be performed through two di¤erent points of view: one is statistical,
which aims at �nding the best stochastic model �tting with data (and even-
tually with experts advice), and the other one is probability, which starts
from a known stochastic model and aims at analyzing the random evolution
of a system and at anticipating its future. As for us, we leave aside any
statistical aspects to concentrate on a probability approach.

From an industrial point of view, random failures of a system may have
di¤erent consequences, with economical impact, because of repair and un-
availability costs, and/or safety impact, because of components critical to
environment or health. This induces constraints, which impose to an in-
dustrialist to control the good functioning of his operating system. Such
constraints are given in terms of indicators, which provide measures for the
performances of a system, its quality, its reliability, its functioning cost...
A �rst problem for an industrialist then is to compute such indicators, for
which a full analytical form is not always available or which may be di¢ -
cult to assess numerically. A second problem also is to �nd solutions for
improving such indicators, in order to increase safety or pro�t. Most of the
scope of this document lies in line with those two problems: �rst chapters
(Chapters 2 & 3) are devoted to the study of maintenance policies, which
may help improving indicators by preventing some failures; next chapters
(Chapters 4, 5 & 6) are mainly concerned with the numerical assessment
of indicators for di¤erent stochastic models; some part of Chapter 6 also
presents some sensitivity analysis, which may help ranking the parameters
of a system according to their respective importance or in�uence on some
�xed indicator. The last chapter (Chapter 7) provides information about
working papers and projects, among which some are of a di¤erent spirit.
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Chapter 2. Optimization of maintenance policies

This chapter quickly presents my PhD-thesis (1997-2000), as well as some
paper written later on, in collaboration with my PhD-thesis director, Michel
Roussignol (UPEMLV), in continuation with my PhD work. My PhD-thesis
aims at proposing, studying and optimizing di¤erent maintenance policies,
both preventive and corrective, for Markov or semi-Markov deteriorating
systems with �nitely many possible states. Repair durations are generally
distributed and fullness degrees of corrective or preventive maintenance may
be adjusted. Optimization criteria are asymptotic availability and mean cost
per unit time. Whether they are submitted to preventive maintenance or
not, all systems evolve according to semi-regenerative processes, and optim-
ization criteria are computed via the Markov renewal theory. Three di¤erent
studies have been lead on within this framework:

In a �rst time, we have been interested in optimizing the corrective
maintenance degree for a Markov deteriorating system, with respect to its
asymptotic availability. This has lead us to put some aging assumption
on the system, which has been translated through some monotony of the
underlying Markov process with respect to the reversed hazard rate ordering,
which is not that usual in reliability for the moment. In case that the
repair degree is measured with respect to the same order, the asymptotic
availability has been shown in [P2] to be all the better as the repairs are
full. Contrary to what might surely have been expected, the usual stochastic
order is however insu¢ cient to derive such results. Examples of repair-degree
optimization with respect to the asymptotic availability are provided in [P3].

In a second time, we have proposed a preventive maintenance policy for
the same system, with markovian deterioration. The state of the system is
observed through instantaneous and perfect inspections. The maintenance
policy is of the dynamic kind, in the sense that it is linked to the system
evolution: by an inspection, if the system is found in an acceptable state,
one simply chooses the (random) time for the next inspection; if the system
is found too degraded, it is stopped to be preventively maintained. Given
such a maintenance policy, we have proved in [P4] that, under technical
conditions, the optimal inspection schedule was deterministic. We have
also studied the improvements of the studied criteria due to the preventive
maintenance policy and found the optimal inspection schemes. This has
allowed us to check that, as expected, the sequential inspections schemes
proposed here, are more e¢ cient than the periodic ones, which are however
frequently used.

In a third and �nal time, we have studied in [P1] a so-called age main-
tenance policy (Barlow et Proschan, 1965) for a semi-Markov system. Here
again, we have showed that under technical conditions, the optimal policy
matches with a deterministic waiting time for the maintenance action. We
have also given di¤erent conditions for the maintenance policy to improve
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the asymptotic availability, according to the behavior of the failure rate after
some new start (increasing, decreasing, decreasing and next increasing...).

The next study performed later on with Michel Roussignol in [P5], is con-
cerned with a Markov deteriorating system, submitted to the same dynamic
preventive maintenance policy as in the PhD thesis. Criteria of interest are
the reliability and the asymptotic failure rate, which are linked to the time
to �rst failure of the system and hence are of a very di¤erent kind from those
studied in the thesis. Note that, though presenting a clear interest for ap-
plications, the asymptotic failure rate has not been much studied yet in the
reliability literature, which is likely due to generally higher di¢ culties for its
assessment than for other criteria. We here begin with establishing Markov
renewal equations, which are ful�lled by the reliability of the maintained
system. Such equations are defective, in the sense that the mass of the un-
derlying kernel is strictly below one. Using some normalization procedure,
we boil down to true Markov renewal equations, from where we deduce some
asymptotic form for the reliability of the shape R (t) � C � e��0t when t
goes to in�nity, where �0 may be numerically estimated. We next show that
�0 is the asymptotic failure rate. Finally, conditions are provided in terms of
the maintenance policy so that it improves both reliability and asymptotic
failure rate.

Chapter 3. Preventive replacement of obsolescent compon-
ents

This chapter is also devoted to preventive maintenance, but in a di¤erent
context. A �rst part of the study has been achieved in collaboration with
Pierre-Etienne Labeau (Université Libre de Bruxelles), and the second part,
alone. The context is the following: identical and independent components
are considered, which are instantaneously replaced in case of failure. Con-
trary to the usual framework for this kind of study, where the spare com-
ponents are generally assumed to be exact copies of the ones they replace all
along the period of interest, we here take into consideration some technolo-
gical innovation, from where new components become available, which are
more reliable and cost-e¤ective than the older ones. All components set up
after the arrival of the innovation are assumed to be issued from the newer
technology. The problem then is to decide which replacement strategy is the
best, in order to replace the older by the newer components: is it better to
replace all older components by the newer ones as soon as those are available
(purely preventive strategy) or is it better to introduce the newer one by one,
only at failure of an older one (purely corrective strategy)? Could mixed
strategies, associating both preventive and corrective replacements, be still
better? Optimization is lead on with respect of a cost function on a �nite
time horizon, which includes economical dependence between replacements.
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When all components have constant failure rates, we have proved with
Pierre-Etienne Labeau [P6] that the only possible optimal strategies were
either purely corrective, purely preventive or nearly purely preventive (pre-
ventive replacement of all older components at �rst failure among them).
Precise conditions are given, in terms of the parameters of both types of
components and of the mission time, which provide the optimal strategy.
Main tools are Poisson processes and order statistics of independent and
identically exponentially distributed random variables.

In [P14], I have been interested in the case of components with general
failure rates (aging components). In this case, one may numerically observe
that the optimal strategy on a �nite time horizon does not evolve regularly
with respect of the components parameters. From a theoretical point of
view, as the cost functions involve renewal functions with no known explicit
forms and order statistics of non necessarily identically distributed random
variables, it seems that there is no hope for �nding precise conditions char-
acterizing the optimal strategy on a �nite time horizon in that case. We
however get precise conditions linked to the distributions of the components
life times and to their other parameters, which provides the optimal strategy
on an in�nite horizon. We thus show that, contrary to the case of constant
failure rates and most probably contrary to intuition too, any replacement
strategy may here be optimal on an in�nite horizon. Numerical optimiza-
tions actually show that this result is still true for a �nite time horizon (even
short). We also observe numerically that asymptotic theoretical results seem
to be a good indicator about the strategy to choose in the �nite case.

Chapter 4. Bounds for indicators in the reliability �eld

In this chapter, we now come to the part of this document devoted to numer-
ical assessment of indicators. Oppositely to next chapter, which is concerned
with methods from numerical analysis, the tools used here still come from
the probability �eld.

The objects of interest are di¤erent quantities in reliability, which gen-
erally require approximations for their numerical evaluation, at least in an
industrial context. For practical purposes, the precision of such approxima-
tions is not always checked, because it is theoretically unknown, or because
of too costly an evaluation, in terms of computation time and/or software
development. We here propose simple bounds for those quantities, which
are easy to compute and adjustable, according to some time step h > 0. In
each case, the convergence of the bounds towards the goal quantity is proved
when h goes to zero. Algorithms for the computations of the bounds are
provided.

The founding principle for these bounds is very simple and consists in
bounding any random variable (r.v.) with general distribution by two dis-
crete approximating r.v. with range in hZ. If this approximating principle
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of a general r.v. by a discrete r.v. clearly is not new, the fact remains that
the bounds used here do not seem to have been much explored in the liter-
ature. As we shall see further, they however allow to bound lots of di¤erent
quantities in reliability, under very various models assumptions.

In [P9], we �rst note that, starting from the discrete random bounds
with range in hZ for any general r.v., it is straightforward to derive bounds
for sums of independent r.v. with general distributions, which are sums of
discrete r.v., all with range in the same hZ. We derive bounds for di¤erent
quantities in reliability which are linked to sums of independent r.v., such
as the reliability of a system formed of components in cold standby, renewal
functions, or survival functions associated to geometric sums of r.v.. Such
bounds are of a similar form but only involve r.v. with range in hN. Their
computation is simple and easy to implement. Note that the quantities of
interest here have been the object of numerous publications dealing with
their numerical assessment, and especially renewal functions. One can thus
look at (Dohi et al., 2002) with a great number of references, among which
speci�c ones, devoted to a single family of distribution, and others, dedicated
to the general case. Some comparison study has been lead on with the last
category, which puts in evidence the interest of the present method, for which
the precision of the results is immediately known, whereas other methods
generally require additional work for its evaluation (in case it is available).

Starting from a semi-Markov process (SMP) in continuous time, the
same bounding principle is used in [P11] to construct two discrete time
SMPs which bound the initial SMP. The successive states visited by both
discrete time SMPs are the same as those of the initial SMP. The inter-
arrival durations of the two discrete SMPs are bounds for the inter-arrival
durations of the initial SMP. (One stays a little longer in each state, the
other a little shorter). As before, the bounding r.v., namely the inter-arrival
durations of the discrete SMPs here, have all distributions with support in
hN. Once those two bounding discrete SMPs constructed, we show that
the solution of a Markov renewal equation (MRE) associated to the ini-
tial SMP may be bounded by solutions of MREs associated to the discrete
SMPs. Such discrete MREs are easy to solve and provide simple bounds
for solutions of continuous time MREs. The main interest of this work for
applications is that most �nite time quantities in reliability linked to a semi-
markovian system are solutions of continuous time MREs, which cannot be
solved explicitly. The present method provides bounds for such quantities
with a known and adjustable precision (through the choice of h), which does
not seem to be always the case with other methods, see (Csenki, 2002) and
references therein for instance.

We now come to the end of this chapter, which is dedicated to Markov
systems ([P12]). Such models are very common in industry and their main
interest comes from the fact that most indicators are explicitly known in
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such a context. As far as �nite time indicators are concerned, their exact
formulation though involves matrix exponentiations, which may be di¢ cult
to evaluate in case of large systems. This has lead to numerous publications
devoted to their numerical assessment, see (Moler et Van Loan, 1978, 2003)
and references therein for instance. The previous results from the semi-
markovian context are here specialized to the markovian case. The bounds
thus provided may here be highly simpli�ed. As for the transition probabil-
ities, such bounds yield approximations for them, which are easy to interpret
in terms of the underlying Markov process. Such approximations turn out to
be near from classical methods (Euler�s forward approximation and external
uniformization), as well as from (Cocozza-Thivent et Eymard, 2004a). We
have hence compared the results provided by the present method to these
other ones, which was generally to the advantage of the present one, both
for the quality of the results and for the computation times.

Chapter 5. Finite volume schemes in dynamic reliability

In this chapter, we go on with studying the numerical assessment of indicat-
ors in reliability but in the di¤erent context of dynamic reliability. All works
are in common with Robert Eymard (UPEMLV), in addition with Christi-
ane Cocozza-Thivent (UPEMLV) for [P7] and [P8], Michel Roussignol for
[P7], and Alain Prignet (UPEMLV) for [P13].

Dynamic reliability was introduced by (Devooght, 1997) and is concerned
with the study of so-called hybrid systems, in the sense that their evolution
is governed by two kinds of dynamics: one is discrete and corresponds to
the arrival of isolated events, such as failure of a component or opening of a
valve; the other is continuous with range in Rd and is linked to the evolution
of continuous variables such as temperature, pressure, elapsed time in the
current state... Both dynamics interact in each other, which makes their
study more di¢ cult. Their evolution is modelled with a Piecewise Determ-
inistic Markov Process (PDMP), introduced and studied by (Davis, 1984,
1993). A PDMP is a process (It; Xt)t�0 with range in some E � Rd (where
E is a �nite state space), which jumps at countably many isolated random
times. Between jumps, the discrete component It is �xed whereas Xt fol-
lows a deterministic trajectory which depends on It. The transition rate
from It� to It is a function a (It� ; It; Xt�). By a jump of It at time t, the
"continuous" variable Xt may also jumps and the after-jump distribution of
Xt is some �(It� ;It;Xt�)

(dy). Davis�s model also includes eventual jumps of

the process when reaching the boundary of its state space, which are not
taken into consideration here.

In case of a hybrid system modelled by a PDMP, reliability indicat-
ors generally are unavailable in a closed form so that they are most of the
time evaluated through Monte-Carlo simulations, which often induces long
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computation times. We here propose alternate methods from the numer-
ical analysis �eld, based on �nite volume schemes. To our knowledge, such
methods do not seem to have been used before in reliability. As �nite time
reliability indicators may be expressed in terms of the marginal distribution
of the PDMP (the distribution at time t), we here concentrate on its numer-
ical evaluation. With that aim, we �rst characterize this distribution as the
single solution of a set of integro-di¤erential equations [P7]. Next, starting
from such equations, two �nite volume schemes are proposed and proved to
converge, whereof one is explicit [P8], and the other implicit [P13].

Due to the Markov property of a PDMP, we may write the associated
Chapman-Kolmogorov equations (also called Dynkin equations). Accord-
ing to such equations, the marginal distribution �t = (�t (i; dx))i2E of the
process at time t ful�lls

�th = �inih+

Z t

0
�sH0h ds (1.7)

for all t � 0 and all h : E�Rd ! R regular enough, whereH0 is the extended
generator of the process and �ini is its initial distribution. Such equations
are given in (Davis, 1993), as well as the generator H0. The purpose of [P7]
is to show that (�t)t�0 is the unique solution of such equations. With that
aim, we classically extend (1:7) to time dependent functions and we show
that

0 = (�ini') (�; �; 0) +
Z
R+
�sH' (�; �; s) ds (1.8)

for all ' : E � Rd � R+ ! R regular with a compact support, where

H' (�; �; s) = H0 (' (�; �; s)) +
@

@s
' (�; �; s) : (1.9)

We next have to prove that �s (i;dx)� ds is the single Radon measure ful-
�lling those last equations, which allows to conclude about the initial prob-
lem using some continuity argument. For that purpose, we set ~m(i;dx; ds) to
be the di¤erence between two solutions to (1:8) and we notice that ~m = 0
for all function  of the shape  (�; �; s) = H' (�; �; s). Using transforms of '
along the trajectories of the process and a functional version of the Cauchy-
Lipschitz�s theorem, we next show that ~m = 0 is true for su¢ ciently many
functions  to conclude that ~m is zero. This allows to put an end to our
uniqueness problem.

In case where �ini and �(i;j;x) (dy) admit a density with respect to Le-
besgue measure, the marginal distribution �t of the PDMP admits one too:
�t(i;dx) = u(i; x; t) dx. Chapman-Kolmogorov equations then write (at
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least formally):

@u

@t
(i; x; t) + div(u(i; x; t)v(i; x))

=
X
j2E

Z
Rd
a(j; i; y) (u(j; y; t)� u(i; x; t)) mj;i;y (x) dy; (1.10)

with u(i; x; 0) = uini(i; x) for almost all x 2 Rd, all t 2 R+ and all i 2 E,
where u(i; x; t) is the unknown function and where uini : E � Rd ! R+,
v : E � Rd ! E � Rd, mj;i;y : Rd ! R+ and a : E2 � Rd ! R+ are data
linked to the PDMP.

In the vocabulary from numerical analysis, such partial di¤erential equa-
tions are hyperbolic linear equations, coupled by their right-hand side. A
�nite volume scheme is proposed in [P8] for such equations, which is an
explicit upstream weighting scheme (in the general case of non necessarily
absolutely continuous measures).

Contrary to the usual context of study for such equations, where func-
tions generally are integrable (L1) and bounded (L1), solutions here are
probability density functions, which certainly are integrable but not neces-
sarily bounded. This unusual framework requires the use of new methods
for this kind of study. As an example, some limits taking require a fam-
ily of approximated solutions to be relatively compact. In our context, we
hence have to prove the tightness of the family of approximated probability
measures provided by the scheme. For that purpose, we construct a double
sequence of radii, which allows to control the propagation of the probability
mass due both to the jumps of the process and to its deterministic evolu-
tion between jumps. This happens to be technical. In the same way, usual
proofs are based on weak BV (Bounded Variation) inequalities, which seem
impossible to obtain here in a general framework. This leads us to a conver-
gence result under some inverse CFL (Courant�Friedrichs�Lewy) condition,
which here writes: "space step"/"time step" goes to zero (as well as the time
step), whereas usual results are often obtained under direct CFL condition,
such as "time step"/"space step" bounded. This clearly di¤erentiate the
probability framework of this paper from the usual one.

This scheme has been tested for di¤erent small systems, and has proved
to be generally quite e¢ cient. However, looking at a few examples for which
asymptotic quantities are available in closed form, little discrepancies may
be observed when approaching the stationary mode. This has lead us to
develop a new �nite volume scheme in [P13], now of the implicit type. After
having written a �rst implicit upstream weighted scheme and studied its
convergence, we have observed that results like

8R; T > 0; 8i 2 E; lim
hM!0

hM �
Z T

0
jPM;�t
t (i; �)jBV (B(0;R))dt = 0; (1.11)
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were needed to put an end to the proof, where hM and �t respectively are
the space and time steps, PM;�t

t (i; x) dx stands for the approximation of
�t (i; dx) as provided by the scheme, and j � jBV (B(0;R)) is the BV semi-norm
on the closed ball B (0; R) � Rd. Unfortunately, just as for the explicit
scheme, previous papers showing such results cannot be applied in the L1
framework of the present study. We consequently had to develop a new
weak-BV inequality, which here writes:Z T

0
jPM;�t
t (i; �)jBV (B(0;R))dt �

C

h
1=q
M

; (1.12)

for some 1 < q < 2, from where (1:11) is easy to derive. The technics used
to prove this inequality take their inspiration in papers by Boccardo, Dro-
niou, Gallouet, Herbin and Vazquez (precise references in Chapter 5), which
however do not �t with a classical upstream weighted scheme and require a
non vanishing viscosity term. This has lead us to consider an intermediate
scheme between an upstream weighted one and a modi�ed Lax-Friedrichs
one, which does contain a viscosity term. Due to the weak-BV inequality,
the convergence result is here obtained without any CFL or inverse CFL
condition. Besides, this inequality is independent of the scheme and may
consequently be useful in other contexts. The proof of this inequality is
the most technical point of the present work, as well as proving that this in-
equality may be used for the solution of the scheme. Another technical point
is, to a smaller degree, the tightness of the family of approximate probab-
ility measures, which is here shown by explicitly constructing a Liapounov
function V such that

sup
0�s�t;0<hM;�t�C1;0<"�C2

PM;�t
s V < +1;

where " > 0 is some constant number which intervenes in the viscosity term.
Classical arguments from probability theory then allow to conclude.

Chapter 6. Other studies in dynamic reliability

This chapter is devoted to other works in dynamic reliability. The �rst
two studies ([P10] and [S1], submitted work) are in common with Robert
Eymard, in addition with Michel Roussignol for [S1]. The last part of this
chapter deals with the PhD thesis of Margot Desgrouas, which we have
supervised in common with Christiane Cocozza-Thivent (50%). The PhD
defense took place on 30th January 2007.

The purpose of [P10] is to show to some audience of engineers, �rst how
to model a concrete system with a piecewise deterministic Markov process
and secondly, how to numerically assess the quantities of interest for this
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system. With that aim, a benchmark is considered, which was �rst pro-
posed by the French company Air Liquide to some technical committee of
ESRA (European Safety and Reliability Association): this benchmark deals
with a system of gas production, for which assessment of di¤erent criteria is
required, such as asymptotic availability both of the system and of the pro-
duction, as well as asymptotic annual frequencies of loss of production, both
total loss and loss of nominal production. The studied system is of small
size but evolves according to some environmental context typical of dynamic
reliability. We model this system with a PDMP and next compute the re-
quired criteria both by an implicit �nite volume scheme and by Monte-Carlo
simulations. Such criteria are asymptotic and we compute their transitory
versions until they are stabilized, at least for the �nite volume method. As
for the Monte-Carlo simulations, we have better use the regenerative char-
acter of the underlying PDMP and compute the required quantities on a
cycle. The numerical results provided by both methods are coherent, with
computing times clearly shorter by the �nite volume scheme, however.

Next work, [S1], is devoted to sensitivity analysis in dynamic reliability:
the characteristics of the underlying PDMP are assumed to depend on some
family of parameters; the problem then is to compare their respective in�u-
ence on di¤erent reliability indicators, both in �nite and in�nite time. The
criteria of interest are of the shape R (t) and limt!+1

R(t)
t , with

R(t) =

Z t

0
�sh ds;

where h is some bounded and regular function. The in�uence of some para-
meter p on some criterion is studied through its derivative with respect of
p. For a �nite time criterion, existence of such a derivative comes from that
of @

@p (�sh), which is shown using some general theorem providing regularity
properties for solutions of di¤erential equations, as well as the Chapman-
Kolmogorov equations ful�lled by �sh. In most cases, the derivative @

@p (�sh)

is a function of both h and all @h
@xk
�s with 1 � k � d (and eventually @h

@p ),
which cannot be evaluated directly. We then use some duality property and
introduce some new function 't, which we call importance function associ-
ated to (h; t). This function is such that

H't(i; x; s) = h (i; x)

for all (i; x; s) 2 E � Rd � [0; t[, with 't(i; x; t) = 0 for all (i; x) 2 E � Rd,
where H is de�ned by (1:9). We next show that:

@

@p

�Z t

0
�sh ds

�
=

@

@p

�Z t

0
�sH't(�; �; s) ds

�
= �

Z t

0
�s
@H

@p
't(�; �; s) ds

for all function h independent on p, where @H@p stands for some new operator,

derivative operator of H. We easily derive @
@p (R(t)) for functions h which
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may now depend on p. The results are an extension to PDMP�s of those
provided by (Gandini, 1990) for pure jump Markov processes with �nite
state space. The study of the in�nite time criteria is done in the same
way by introducing some potential function Uh, solution to H0Uh (i; x) =
�h � h(i; x) for all (i; x) 2 E � Rd, where � is the stationary distribution
of the PDMP (which is assumed to exist and to be unique). The provided
results are an extension of those by (Cao et Chen, 1997). The main interest
of this work is to reduce the numerical assessment of the derivatives of the
studied criteria with respect of p to the computation of the importance
and potential functions, in addition with the evaluation of the marginal
distributions, required for the initial numerical assessment of the criteria.
As the importance and potential functions are independent on the choice
of the parameter with respect of which di¤erentiation is taken, this method
appears as more economical than usual �nite di¤erences, in case of a great
number of parameters p.

Finally, we end this chapter by quickly presenting the research carried
out by Margot Desgrouas during her PhD thesis, devoted to the asymptotic
behavior of PDMP�s, see (Desgrouas, 2007). In a �rst time, Margot Des-
grouas has been interested in studying stationary distributions for PDMP�s
(existence and uniqueness), as well as in convergence of PDMP�s. She stud-
ied more particularly regenerative properties of a PDMP and tried to give
su¢ cient conditions for a PDMP to be positive Harris recurrent. In case
of a one-dimensional state space for the continuous variable, the conditions
that she obtained seem rather satisfactory. Such conditions might however
surely be re�ned in higher dimensions. In a second time, Margot Desgrouas
has been interested in the numerical assessment of asymptotic criteria for a
PDMP, which may be expressed in terms of its stationary distribution (under
conditions ensuring its existence and uniqueness). Starting from the char-
acterization of this stationary distribution in terms of the PDMP generator,
Robert Eymard proposed to her a �nite volume scheme for its approxima-
tion. Margot Desgrouas proved the convergence of this scheme in case where
the state space for the continuous variable is bounded and one-dimensional.
She also applied her results (existence and uniqueness of a stationary dis-
tribution, convergence towards this distribution, numerical computation) to
a few small examples coming from classical reliability, which could not be
studied before but by Monte-Carlo simulations.

Chapter 7. Conclusion, Current works, Projects

Di¤erent prospects are given all along this document, which provide as many
tracks to go on with the presented works. Such prospects are completed in
this last chapter by some glance at current works and other projects, with
respective di¤erent degrees of advancement.
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Chapitre 2

Optimisation de politiques
de maintenance

Mots clefs : Maintenance, Optimisation, Processus markoviens et semi-markoviens
à espace d�états �ni, Processus semi-régénératifs, Théorie du renouvellement mar-
kovien, Processus de Markov monotones, Ordres stochastiques usuel et selon le taux
de hasard inversé.

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, je présente rapidement le travail que j�ai e¤ectué pendant
ma thèse sous la direction de Michel Roussignol, ainsi qu�un prolongement
que nous avons fait ensemble alors que j�étais déjà maître de conférences à
l�université de Marne-la-Vallée. Ce dernier travail est présenté de façon un
peu plus détaillée.

L�objet de ma thèse (§2.2) est de proposer et d�étudier di¤érentes poli-
tiques de maintenance, dans le but d�améliorer les performances d�un sys-
tème. Selon les chapitres, les dégradations sont supposées markoviennes ou
semi-markoviennes, à espace d�états �ni. Les durées de réparations suivent
des lois générales. Le premier chapitre, décrit dans le paragraphe 2.2.1, est
consacré à l�étude d�un système pouvant être réparé plus ou moins complè-
tement lorsqu�il tombe en panne. Le problème est alors d�optimiser le degré
de réparation du système. Le critère utilisé est la disponibilité asympto-
tique. Dans les deuxième et troisième chapitres (§2.2.2 et 2.2.3), nous nous
intéressons à deux politiques de maintenance préventive di¤érentes, qui sont
optimisées relativement à la disponibilité et au coût moyen unitaire asymp-
totiques. Le travail fait ultérieurement (§2.3) est consacré à un système
markovien soumis à une politique de maintenance préventive séquentielle,
similaire à celle du deuxième chapitre de ma thèse. Les critères étudiés sont la
�abilité et le taux de défaillance asymptotique, c�est-à-dire des critères liés
à la première durée de bon fonctionnement du système. Ces critères sont
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donc d�une essence très di¤érente de ceux étudiés dans ma thèse. Quelques
remarques et perspectives sont données dans le paragraphe 2.4, et concluent
cette présentation.

2.2 Thèse

2.2.1 Chapitre 1

[P2] Sophie Bloch-Mercier (2001), Monotone Markov processes with respect
to the reversed hazard rate ordering : an application to reliability,
Journal of Applied Probability, 38 (1), pp. 195-208.

[P3] Sophie Bloch-Mercier (2001), Optimal restarting distribution after re-
pair for a Markov deteriorating system, Reliability Engineering and
System Safety, 74(2), pp. 181-191.

Remarque : dans tout le mémoire, les travaux publiés dans des revues
internationales sont rappelés, au moment où leur contenu en est explicité.
Les articles de conférences ne sont en revanche généralement pas mentionnés.
Nous y faisons cependant parfois référence, lorsqu�ils présentent des résultats
complémentaires à ceux des articles de revues.

Le premier chapitre de ma thèse est consacré à l�étude d�un système ré-
parable prenant ses valeurs dans un espace d�état �ni partitionné en deux
sous-espaces, les états de marche U et les états de panne D. Le système se dé-
grade suivant un processus markovien de sauts (Xt)t�0 à espace d�états �ni.
Les durées de réparations suivent des lois générales. Le système peut être
réparé plus ou moins complètement lorsqu�il tombe en panne. Cela signi�e
par exemple que le système comporte un certain nombre de composants in-
dispensables à son bon fonctionnement, qu�il est donc nécessaire de réparer,
mais comporte aussi d�autres composants, dont la réparation est facultative.
Le degré de réparation peut aussi être aléatoire : imaginons par exemple que
deux composants en parallèle soient réparés simultanément. On peut alors
redémarrer le système dès que la réparation de l�un des deux composants est
terminée, ce qui conduit à un redémarrage aléatoire du système. On suppose
que la probabilité de redémarrer dans un état de marche i est indépendante
du passé et vaut DR (i). Le degré de réparation est alors mesuré par un vec-
teur de probabilité DR sur U . Le système ainsi modélisé est semi-régénératif
(cf (Çinlar, 1975) ou (Cocozza-Thivent, 1997) par exemple), les cycles étant
délimités par les �ns de période d�arrêt pour maintenance corrective. La
théorie du renouvellement markovien nous permet alors de calculer la dis-
ponibilité asymptotique, dé�nie par

A1 (DR) = lim
t!+1

P (Xt 2 U)
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Nous nous intéressons ensuite à l�optimisation de cette disponibilité asymp-
totique relativement au degré de réparation DR. Nous montrons ainsi [P2]
que, si le système se dégrade en fonctionnant (hypothèse de vieillissement),
la disponibilité asymptotique est d�autant plus élevée que la réparation est
complète. La remise à neuf du système à chaque réparation est alors op-
timale. L�hypothèse de vieillissement du système est traduite à l�aide d�un
processus de Markov monotone relativement à l�ordre pour le taux de ha-
sard inversé (ordre rh : Reversed Hazard Rate en anglais, (Block et al., 1998)
ou (Shaked et Shanthikumar, 2007)), dont le générateur est de plus trian-
gulaire. Le degré de réparation est lui aussi mesuré par l�ordre rh. Nous
montrons en revanche que l�ordre stochastique usuel n�est su¢ sant ni pour
traduire l�hypothèse de vieillissement du système, ni pour mesurer le degré
de réparation, pour avoir la propriété souhaitée, à savoir que la disponibi-
lité asymptotique augmente avec le degré de réparation. Cette étude nous
a amené à développer des résultats complémentaires à ceux existant (cf
(Kijima, 1997), (Kijima, 1998) ou (Stoyan, 1983)), concernant les processus
de Markov monotones relativement à l�ordre rh [P2] et à l�ordre stochastique
usuel (uniquement dans la thèse).

Dans [P3], nous observons sur quelques exemples que la loi optimale de
redémarrage après réparation peut être aléatoire. Nous donnons alors des
conditions su¢ santes pour que cette loi optimale soit au contraire détermi-
niste, ce qui en simpli�e notablement la recherche.

Dans ce même papier, nous étudions aussi deux types de systèmes clas-
siques en �abilité, à savoir les systèmes de type k sur n et les systèmes formés
par n composants identiques en redondance passive
(Barlow et Proschan, 1965). Pour ces deux types de systèmes, nous mon-
trons qu�il existe un nombre spéci�que de composants à réparer pour opti-
miser la disponibilité asymptotique et nous le calculons explicitement.

2.2.2 Chapitre 2

[P4] Sophie Bloch-Mercier (2002), A preventive maintenance policy with
sequential checking procedure for a Markov deteriorating system, Eu-
ropean Journal of Operational Research, 142(3), pp. 548-576.

Le deuxième chapitre de ma thèse est ensuite consacré à l�étude d�une po-
litique de maintenance préventive de type dynamique, au sens où l�état cou-
rant du système in�ue sur cette politique de maintenance. Le système initial,
c�est-à-dire non soumis à la politique de maintenance préventive, est simi-
laire à celui du premier chapitre : la dégradation est markovienne, les durées
de réparation suivent des lois générales, le redémarrage après réparation est
contrôlé par un vecteur de probabilité DR sur U . L�état courant du système
en marche n�est connu que par des inspections, que l�on suppose parfaites
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et instantanées. Ces inspections sont séquentielles (Barlow et al., 1963), au
sens où le rythme des inspections est adapté à l�évolution réelle du système :
si, lors d�une inspection, le système observé n�est pas trop dégradé, on le
laisse fonctionner tel quel et on choisit une nouvelle date d�inspection (aléa-
toire) en fonction de l�état courant du système. Sinon, on l�arrête pour le
maintenir. Les durées des opérations de maintenance dépendent de l�état
de dégradation du système. Les redémarrages après maintenance préventive
sont contrôlées par un vecteur de probabilité DM sur U . Comme pour le
système initial, une panne du système est instantanément détectée et une
réparation est alors e¤ectuée.

Pour un tel système, nous calculons la disponibilité et le coût moyen
unitaire (par unité de temps) asymptotiques. Les coûts pris en compte sont
les coûts d�inspection et les coûts unitaires de maintenance préventive et
corrective. Le processus décrivant l�évolution du système maintenu est semi-
régénératif et les calculs des critères asymptotiques sont e¤ectués à l�aide de
la théorie du renouvellement markovien. L�apport de la politique de main-
tenance est ensuite étudié : sous des conditions naturelles portant sur la
maintenance, nous montrons que la politique de maintenance améliore les
deux critères étudiés dès que les opérations de maintenance ne sont pas
trop longues en moyenne, des seuils précis étant fournis. Comme on pou-
vait s�y attendre, la disponibilité et le coût moyen unitaire asymptotiques
du système maintenu ne dépendent des durées de maintenance préventive et
corrective que par leurs moyennes. En revanche, ils dépendent des lois des
intervalles inter-inspections, et pas seulement de leurs moyennes. Ceci nous
amène à étudier leur optimisation relativement à ces lois. Nous constatons
sur quelques exemples qu�il semblerait que l�on puisse toujours restreindre
cette optimisation aux seules variables inter-inspections de type détermi-
niste. Cette observation est aussi faite dans (Cocozza-Thivent, 2000) qui
étudie un modèle très proche du nôtre (avec des méthodes cependant très
di¤érentes). Nous démontrons cette conjecture sous une hypothèse supplé-
mentaire, fréquemment véri�ée. La recherche des lois inter-inspections opti-
males en est alors grandement facilitée.

2.2.3 Chapitre 3

[P1] Sophie Bloch-Mercier (2000), Stationary availability of a semi-Markov
system with random maintenance, Applied Stochastic Models in Busi-
ness and Industry, 16(3), pp. 219-234.

Le troisième et dernier chapitre de ma thèse est consacrée à l�étude d�une
politique de maintenance préventive suivant l�âge, selon le vocabulaire de
(Barlow et Proschan, 1965), cette fois-ci pour un système réparable semi-
markovien : le système est maintenu préventivement au bout d�une durée
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S de fonctionnement (aléatoire), sauf s�il est tombé en panne avant d�être
maintenu, auquel cas il est réparé normalement. Cette séquence est répétée
indé�niment à l�issue de chaque redémarrage après une période d�arrêt pour
maintenance préventive ou corrective. Les durées de maintenance (préven-
tive ou corrective) dépendent de l�état du système, ainsi que les vecteurs
de probabilité contrôlant les redémarrages après les périodes d�arrêt pour
maintenance.

Pour un tel système, nous calculons la disponibilité asymptotique, en uti-
lisant le fait que le système maintenu est là encore de type semi-régénératif,
comme dans les chapitres 1 et 2. Dans le cas particulier où le temps d�at-
tente de la maintenance S suit une loi exponentielle, le système est en
fait semi-markovien. Cela nous permet de calculer en plus la disponibi-
lité instantanée (i.e. à un instant t �ni), en utilisant les techniques de
(Cocozza-Thivent et Roussignol, 1997).

Sous une hypothèse technique supplémentaire, nous montrons aussi que,
comme au chapitre 2, la politique optimale correspond à un temps d�attente
de la maintenance S de type déterministe. Sous cette même hypothèse, nous
donnons ensuite di¤érentes conditions pour que la politique de maintenance
améliore la disponibilité asymptotique, selon le comportement du taux de
panne après un redémarrage (croissant, décroissant, décroissant puis crois-
sant, ...). Di¤érents cas classiques sont aussi envisagés, comme celui d�un
système k sur n.

2.3 Poursuite du travail de thèse

[P5] Sophie Mercier, Michel Roussignol (2003), Asymptotic failure rate of
a Markov deteriorating system with preventive maintenance, Journal
of Applied Probability, 40 (1), pp. 1-19.

Dans ce dernier papier élaboré à l�issue de ma thèse, Michel Roussignol
et moi-même nous sommes intéressés à un système se dégradant suivant un
processus markovien de sauts à espace d�états �ni, comme dans les deux
premiers chapitres de celle-ci. La période d�intérêt est ici la première durée
de bon fonctionnement et les états de panne sont considérés comme absor-
bants. Tant qu�il est en marche, l�état du système peut être observé à l�aide
d�inspections instantanées parfaites et on peut, le cas échéant, l�arrêter pour
lui faire subir une maintenance préventive. Une panne est en revanche ins-
tantanément détectée. La politique de maintenance préventive considérée est
la politique séquentielle du deuxième chapitre de la thèse, où le rythme des
inspections est adapté à l�évolution réelle du système (cf §2.2.2). Le système
maintenu a une durée de fonctionnement T �nie presque sûrement (p.s.) et
les critères d�étude sont la �abilité Ri (t) du système maintenu partant de
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l�état de marche i, avec

Ri (t) = Pi (T > t)

= Pi (le système est en marche ou en maintenance à l�instant t)

et le taux de défaillance asymptotique �, dé�ni par :

� = lim
t!+1

lim
h!0+

1

h
P (T � t+ hjT > t) (2.1)

Avant d�aborder l�étude de ces critères, précisons tout d�abord notre mo-
dèle, ainsi que quelques notations : le système est au départ en marche et évo-
lue selon un processus markovien (Xt)t�0 à valeurs dans E = f1; :::;m+ pg,
où 1, 2, ..., m représentent les états de marche et m+ 1, ..., m+ p les états
de panne (supposés absorbants). Le système tombe en panne au bout d�une
durée T ini, supposée �nie presque sûrement. Le semi-groupe de transition
associé à (Xt)t�0 est (Pt (i; j))i;j2E avec

Pt (i; j) = Pi (Xt = j)

pour tous i; j 2 E et Pt (i; j) = 0 pour m+1 � i � m+ p et 1 � j � m+ p.
Les états de marche sont séparés en deux parties : les "bons" états, ceux
allant de 1 à q, où 1 � q � m � 1, et les états dégradés, allant de q + 1 à
m. En�n, on introduit des lois de probabilité �1, �2, ..., �m sur R+ telles
que

R +1
0 t:�i (dt) > 0, pour tout 1 � i � m. La politique de maintenance

préventive est alors dé�nie de la façon suivante : on pose S0 = 0 et on note
S1 une va.r. indépendante de (Xt)t�0, de loi �X0 (où X0 2 f1; :::;mg). Tant
que le système fonctionne, il est inspecté aux instants S1, S2, ...Sn, ... dé�nis
récursivement de la façon suivante :

� si XSn = j 2 f1; :::; qg, le système est en bon état et on se contente
de choisir la date de la prochaine inspection, qui aura lieu à l�instant
Sn+1 = Sn+Un, où Un a pour loi �j (si le système n�est pas tombé en
panne auparavant).

� si XSn = j 2 fq + 1; :::;mg, le système est dégradé. On l�arrête pour
lui faire subir une opération de maintenance préventive qui remet le
système dans l�état k (1 � k � m) avec la probabilité D (j; k) et qui a
alors une durée de loi �j;k.

Après une action de maintenance préventive, une nouvelle séquence d�ins-
pections est réinitialisée, dé�nie de la même façon qu�à partir de l�état initial.
Notons que les hypothèses d�indépendance qui s�imposent sont précisées dans
[P5] et ne sont pas reprises ici.

Sous de telles hypothèses, nous commençons par étudier la �abilité Ri (t)
du système maintenu et nous montrons qu�elle véri�e des équations de re-
nouvellement markovien. Pour les écrire, nous notons � la convolution entre
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deux mesures et P� (i; j) �i la mesure de densité Ps (i; j) par rapport à �i (ds)
(i.e. : (P� (i; j) �i) (ds) = Ps (i; j) �i (ds)). En utilisant la propriété de Markov
à l�instant S1, on obtient le résultat suivant :

Théorème 2.1 La �abilité Ri (t) du système maintenu véri�e les équations
de renouvellement markovien suivantes :

Ri (t) = Gi (t) +
mX
j=1

Z
[0;t]

Rj (t� s) �i;j (ds) (2.2)

pour tout 1 � i � m , avec :

�i;j (ds) = 1f1�j�qgPs (i; j) �i (ds) +
mX

k=q+1

D (k; j) ((P� (i; k) �i) � �k;j) (ds)

(2.3)

Gi (t) = Rinii (t)Pi (S1 > t)

+

mX
k=q+1

mX
j=1

Z
[0;t]

�i (ds)�k;j (]t� s;+1[)Ps (i; k)D (k; j)

où Rinii (t) = Pi
�
T ini > t

�
.

Les équations (2:2) sont défectives, au sens où le noyau sous-jacent est
de masse totale strictement plus petite que 1. En suivant la méthode de
(Asmussen, 2003, Chapitre X, Théorème 2.6.), on transforme alors ces équa-
tions pour se ramener à un nouveau noyau de masse 1, pour lequel on peut
appliquer un théorème de renouvellement, du moins moyennant quelques
hypothèses techniques, indiquées dans le théorème suivant.

Théorème 2.2 Supposons que la matrice �A0 =
�R +1
0 �i;j (du)

�
1�i;j�m

ad-

mette une composante irréductible notée I (où �i;j (du) est dé�nie par (2:3))
et que :

� La transformée de Laplace de �i converge sur R, pour tout i 2 I,

� La transformée de Laplace de �k;j converge sur R, pour tout q + 1 �
k � m et tout j 2 I tels que D (k; j) > 0,

� Il existe j0 2 I et k0 (q + 1 � k0 � m) tels que D (k0; j0) > 0 et tels
que la mesure �k0;j0 admet une densité par rapport à la mesure de
Lebesgue.

Pour � > 0, on pose alors A� =
�
a�i;j

�
i;j2I

où

a�i;j =

Z +1

0
e�u�i;j (du)
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pour tous i; j 2 I.
Sous ces hypothèses et notations, il existe �0 > 0 tel que A�0 a pour rayon

spectral 1 et deux vecteurs ��0 et ��0 de coordonnées strictement positives
tels que A�0��0 = ��0 et ��0A�0 = ��0. De plus, on a pour tout i 2 I :

lim
t!+1

e�0tRi (t) = ��0i

P
j2I �

�0
j

R1
0 e�0uGj (u) duP

i2I
P
j2I �

�0
i �

�0
j

R1
0 u:e�0u�i;j (du)

:= Li

où 0 < Li < +1.

Ce résultat signi�e qu�un équivalent asymptotique de la �abilité est de
la forme Ri (t) � Li � e��0t quand t tend vers +1, avec �0 indépendante
de l�état de marche de départ i.

Nous nous intéressons maintenant au taux de défaillance asymptotique.
Remarquons tout d�abord que

lim
t!+1

lim
h!0+

1

h
P (T � t+ hjT > t) = � lim

t!+1
lim
h!0+

1

Ri (t)

Ri (t+ h)�Ri (t)
h

= � lim
t!+1

R0+i (t)

Ri (t)

= � limt!+1 e�0tR0+i (t)

limt!+1 e�0tRi (t)
(2.4)

dès que la dérivée à droite R0+i (t) de Ri (t) et la limite au numérateur
existent.

Dans [P5], nous montrons alors que R0+i (t) existe et véri�e une équation
de renouvellement markovien du même type que Ri (t). Ceci nous permet
d�en déduire que la limite existe dans (2:4) et vaut �0. Cela signi�e que le
taux de défaillance asymptotique du système maintenu existe et vaut �0,
où �0 est tel que A�0 a pour rayon spectral 1. Ce taux �0 est calculable
numériquement. (Un exemple est donné dans [P5]).

En�n, nous montrons dans [P5] que, sous des conditions naturelles por-
tant sur la maintenance, la politique de maintenance améliore à la fois la
�abilité et le taux de défaillance asymptotique.

2.4 Conclusion - Perspectives

En ce qui concerne le premier chapitre de ma thèse, son intérêt réside sans
doute dans l�usage de notions peut-être pas encore complètement tradition-
nelles en �abilité, à savoir l�ordre rh et les processus de Markov monotones
relativement à cet ordre. En e¤et, si l�usage de l�ordre rh s�est développé
ces dernières années, cf (Ahmad et Kayid, 2005), (Chandra et Roy, 2001),
(Finkelstein, 2002), (Gupta et Gupta, 2007), (Hu et Li, 2007),
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(Nanda et Shaked, 2001) par exemple, il n�en demeure pas moins qu�il reste,
pour l�instant, encore beaucoup moins utilisé que l�ordre dual, à savoir l�ordre
hr (hr pour hazard rate). Ainsi, le caractère vieillissant d�un composant est
par exemple très souvent traduit par l�hypothèse IHR (Increasing Hazard
Rate), introduite par Barlow et Proschan dans les années 60, alors que l�hy-
pothèse duale de vieillissement (DRHR, pour Decreasing Reversed Hazard
Rate) n�est en revanche que peu utilisée. Beaucoup de lois très classiques en
�abilité sont pourtant DRHR, comme la loi Gamma qui est toujours DRHR
quels que soient ses paramètres, alors qu�elle n�est IHR que pour un para-
mètre de forme plus grand que 1. D�où l�intérêt d�approfondir l�hypothèse
DRHR en vue des applications à la �abilité. Plus généralement, même si
certains auteurs ont commencé à le faire ces dernières années, il serait en
fait certainement intéressant de développer de façon systématique les pro-
priétés de l�ordre rh, les unes simplement duales de celles de l�ordre hr, les
autres propres à l�ordre rh.

En ce qui concerne le deuxième chapitre de ma thèse et le dernier article
en commun avec Michel Roussignol, un premier intérêt réside dans la modé-
lisation dynamique de la maintenance, qui permet d�adapter son rythme à
l�évolution réelle du système. Dans les exemples proposés, qui correspondent
à des systèmes vieillissants, nous avons en e¤et constaté numériquement que,
comme l�on pouvait s�y attendre, lorsque l�on considère le plan d�inspections
séquentielles optimal, le rythme des inspections s�accélère avec la dégrada-
tion du système. Ceci conduit à des performances et à des coûts inférieurs
à ceux obtenus pour un plan d�inspections périodiques optimal, pourtant le
plus utilisé en pratique. Un deuxième intérêt de cette étude réside aussi dans
la diversité des critères étudiés, qui peut permettre de contrôler des aspects
complémentaires de l�évolution d�un système, l�idée étant alors d�optimiser
la maintenance par rapport à un critère donné, sous des contraintes liées
aux autres. En�n, un dernier intérêt de ce travail et plus particulièrement
de sa dernière partie, réside sans doute dans l�utilisation d�un critère, le taux
de défaillance asymptotique, qui semble avoir été moins étudié que d�autres
dans la littérature consacrée à la maintenance, cf (Sherif et Smith, 1981) ou
(Wang, 2002) par exemple.

Le dernier chapitre de ma thèse est quant à lui consacré à un modèle
de maintenance selon l�âge tout à fait classique (Barlow et Proschan, 1965).
Le modèle de dégradation est en revanche un peu plus élaboré que dans les
chapitres précédents. La modélisation semi-markovienne employée ici n�est
cependant que peu utilisée par les industriels, d�une part parce que les cal-
culs à temps �ni ne sont pas toujours très aisés avec cette modélisation (cf
§4.3), d�autre part parce qu�elle n�est guère adaptée à l�étude de systèmes
cohérents, pourtant usuels en �abilité : rappelons en e¤et qu�un système
cohérent formé par exemple de deux sous-systèmes semi-markoviens indé-
pendants en parallèle n�évolue pas selon un processus semi-markovien, de
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sorte que le caractère semi-markovien n�est pas conservé par la formation
de systèmes cohérents. Ceci restreint considérablement l�usage pratique de
tels processus en �abilité. Pour décrire l�évolution de systèmes cohérents
formés de sous-systèmes markoviens, nous avons besoin d�une modélisation
plus puissante, comme les processus de Markov déterministes par morceaux
dont nous parlerons au chapitre 5.
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Chapitre 3

Remplacement préventif de
composants obsolescents

Mots clefs : Obsolescence, Maintenance, Optimisation, Processus de Poisson,
Processus de renouvellement, Statistique d�ordre, Espaces normalisés, Taux de
panne croissant (IFR).

3.1 Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre à des composants identiques et in-
dépendants. A un certain moment (t = 0), de nouveaux composants, issus
d�une nouvelle technologie, apparaissent sur le marché. Ces nouveaux com-
posants sont plus �ables que les anciens, produisent avec un meilleur taux
et/ou consomment moins d�énergie. Ils peuvent être substitués aux anciens
composants sans problème de compatibilité. Il n�y a pas de stock d�anciens
composants et, après l�instant 0, tous les composants qui tombent en panne,
qu�ils soient de l�ancienne ou de la nouvelle génération, sont remplacés ins-
tantanément par des composants du nouveau type. Si les nouveaux compo-
sants sont beaucoup plus performants que les anciens, il peut être intéressant
de remplacer préventivement tous les anciens composants par des nouveaux
dès le départ, à t = 0 (stratégie purement préventive). Si au contraire, il
n�y a que très peu de di¤érences entre les deux technologies, une stratégie
purement corrective sera alors plus adaptée. D�autres stratégies, intermé-
daires entre ces deux extrêmes, peuvent aussi être envisagées (détails plus
loin). L�objet d�intérêt ici est l�étude des stratégies optimales par rapport
à une fonction de coût. Celle-ci tient compte de coûts de remplacements
correctifs et préventifs (avec une dépendance économique dans le cas de
remplacements simultanés (Dekker et al., 1997)), et d�un coût constant par
unité de temps, qui correspond à des coûts de fonctionnement (coûts de
consommation énergétique par exemple) et/ou à d�éventuels béné�ces liés à
la production, di¤érents selon le type d�unité utilisée.
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Nous commençons par présenter le modèle en détail dans le paragraphe
3.2. Nous considérons ensuite le cas particulier où les taux de panne des
di¤érents composants sont constants (§3.3), avant d�aborder le cas général
(§3.4). Nous concluons et donnons quelques perspectives dans le dernier
paragraphe (§3.5).

3.2 Le modèle

On considère n composants identiques et indépendants (n � 2), issue d�une
ancienne technologie. A l�instant t = 0, moment où les nouveaux composants
arrivent, ces composants sont en activité et pour i = 1, ..., n, on note Ui la
durée de vie résiduelle du i-ième composant après l�instant t = 0, la v.a.r.
Ui étant supposée à densité par rapport à la mesure de Lebesgue. Les temps
de panne successifs de ces n anciens composants sont les statistiques d�ordre
de (U1; :::; Un), que l�on note (U1:n; :::; Un:n), avec U1:n < ::: < Un:n p.s..

Les stratégies possibles de remplacement préventif de ces anciens com-
posants par des composants d�un nouveau type sont :

� la stratégie 0 (purement préventive) : les n anciens composants sont
tous remplacés à l�instant 0 par des nouveaux.

� la stratégie K (1 � K � n) : on ne fait au départ que des rempla-
cements correctifs puis, lors de la K�ième panne parmi les anciens
composants (qui a lieu à l�instant UK:n), on re¤ectue un remplace-
ment correctif pour le composant en panne et simultanément, n �K
remplacements préventifs pour les n � K anciens composants encore
en activité (cf Fig. 3.1).

� la stratégie n (purement corrective) : les anciens composants sont rem-
placés par des nouveaux uniquement lorsqu�ils tombent en panne.

Lorsqu�un nouveau composant est introduit à l�instant 0 ou à un instant
Ui:n, on le remplace ensuite instantanément par un composant du même
type, dès qu�il tombe en panne. Tous les composants sont supposés indépen-
dants.

Les coûts pris en compte sont :

� les coûts de remplacement : à chaque sollicitation de l�équipe de main-
tenance (ou à chaque fois qu�il faut ouvrir le système si les composants
font partie d�un même système), cela coûte r unités monétaires ; chaque
remplacement préventif (correctif) coûte en plus cp (cf ) unités, avec
cf � cp.

Sophie Mercier
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0 t

Remplacement correctif d’un 
ancien composant

+ remplacement préventif des
n - K anciens composants 

encore en marche

Remplacements correctifs 
des nouveaux composants 

U2:nU1:n

Panne d’un ancien composant :
remplacement correctif 

par un nouveau

UK-1:n UK:nUi:n Ui+1:n

Fig. 3.1 �Schéma des remplacements préventifs et correctifs pour la stra-
tégie K

� un coût constant unitaire (i.e. par unité de temps), qui vaut � pour
un nouveau composant et � + � pour un ancien composant. � et � +
� peuvent être de signe quelconque car on peut tenir compte d�un
éventuel béné�ce. En revanche � � 0 car les nouveaux composants
coûtent moins chers à l�utilisation que les anciens, ou rapportent plus.

Pour 0 � K � n, on note CK (t) le coût moyen total sur [0; t] lorsque la
stratégie K est utilisée.

3.3 Cas de taux de panne constants

[P6] Sophie Mercier, Pierre-Etienne Labeau (2004), Optimal replacement
policy for a series system with obsolescence, Applied Stochastic Models
in Business and Industry, 20 (1), pp. 73-91.

Le modèle présenté dans ce papier en commun avec Pierre-Etienne La-
beau est à peu près le même que dans (Elmakis et al., 2002), où aucune
étude théorique n�avait cependant été faite. Les taux de panne des anciens
et des nouveaux composants sont supposés constants (respectivement �U et
�V ). Tous les coûts sont actualisés à l�instant t = 0, avec un taux d�inté-
rêt constant ir. Cela signi�e par exemple que le coût d�un remplacement
correctif accompagné d�un remplacement préventif simultané de j compo-
sants à l�instant u coûte : (r + cf + jcp) (1 + ir)

�u. De même, le coût de
fonctionnement de j nouveaux composants sur un intervalle [t1; t2] est :Z t2

t1

j� (1 + ir)
�u du =

j�

ln (1 + ir)

�
(1 + ir)

�t1 � (1 + ir)�t2
�
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On pose :

b =
1

�1
[(r + cf ) (�U � �V )� �1cp + �]

� =
n�1 + ln (1 + ir)

n�1

et

R (t; v; w) = �U

Z t

0
e��Uvu

�
1� e��Uu

�w�1
du = B (v; w) (1� Ie��U t (v; w))

pour tous t � 0; v; w > 0, où les symboles B et Ix représentent les fonctions
beta et beta incomplètes.

Avec ces notations, les fonctions de coût associées à chacune des straté-
gies sont données par le théorème suivant :

Théorème 3.1

C0 (t) = ncp + r + n ((r + cf )�V + �)
1� (1 + ir)�t

ln (1 + ir)

Pour 1 � K � n :

CK (t)

= n ((r + cf )�V + �)
1� (1 + ir)�t

ln (1 + ir)
+ cpKC

K
n (n�K)R (t; n��K + 1;K)

+
KX
j=1

(cp + b) jC
j
nR (t; n�� j + 1; j)

En particulier :

Cn (t) = n ((r + cf )�V + �)
1� (1 + ir)�t

ln (1 + ir)
+ n (cp + b)

1� e�(n(��1)+1)�U t
n (�� 1) + 1

Nous nous intéressons ensuite à l�optimisation de la stratégie de main-
tenance préventive en fonction du temps de mission t. Nous montrons en
particulier que les seules stratégies optimales possibles sont soit purement
préventive (stratégie 0), soit presque purement préventive (stratégie 1), soit
purement corrective (stratégie n). Des conditions précises portant sur les
données du modèle et sur le temps de mission t sont données pour que la
stratégie optimale soit 0, 1 ou n.

Cette dichotomie concernant les stratégies optimales, soit purement cor-
rective, soit (presque) purement préventive, est conforme à l�intuition : dans
le cas de taux de panne constants, s�il y a une réelle amélioration entre
l�ancienne et la nouvelle technologie, il faut échanger très rapidement les
anciens composants par des nouveaux. Sinon, il ne faudra jamais le faire, ou
du moins, pas préventivement.

Sophie Mercier
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3.4 Cas de taux de panne non constants

[P14] Sophie Mercier (2008) Optimal replacement policy for obsolete com-
ponents with general failure rates, Applied Stochastic Models in Busi-
ness and Industry, Volume 24, Issue 3, May/June 2008, pp. 221-235,
available online 8 Jan. 2008.

Nous nous intéressons maintenant au cas général, où les taux de panne
ne sont plus constants, le problème étant de voir si la dichotomie observée
ci-dessus est encore valide dans ce cas.

Dans le cas de taux de panne constants (§ 3.3), les durées de vie ré-
siduelles des anciens composants à t = 0 (U1; :::; Un) étaient i.i.d., de loi
exponentielle de taux �U . Les statistiques d�ordre associées (U1:n; :::; Un:n)
étaient donc très simples et bien connues. Lorsque les Ui suivent des lois gé-
nérales, qui plus est a priori di¤érentes, les statistiques d�ordre associées sont
di¢ cilement atteignables, ce qui complexi�e notablement l�étude. De ce fait,
nous avons choisi de simpli�er légèrement le problème ici en n�actualisant
plus les di¤érents coûts, ainsi que nous l�avions fait dans le paragraphe pré-
cédent. Cela signi�e par exemple que le coût de remplacement correctif d�un
composant accompagné du remplacement préventif simultané de j compo-
sants coûte r+cf+jcp, quel que soit l�instant de remplacement. De même, le
coût de fonctionnement de j nouveaux composants sur un intervalle [t1; t2]
est j� (t2 � t1) (où 0 � t1 � t2). Les résultats qualitatifs sous l�hypothèse
d�une actualisation des coûts, seraient cependant tout à fait similaires à ceux
obtenus ici.

Rappelons que, lorsqu�un nouveau composant est introduit à l�instant
0 ou à l�instant Ui:n, il est ensuite remplacé instantanément par un autre
nouveau composant dès qu�il tombe en panne. Les durées de vie successives
de ces composants sont suposées former un processus de renouvellement,
avec Ui:n comme délai éventuel. Elles ont la même loi qu�une certaine v.a.r
V , que l�on suppose telle que P (0 � V <1) = 1 et P (V > 0) > 0. La
fonction de renouvellement associée au processus de renouvellement sans
délai est notée �V . On rappelle que :

�V (t) = E

 X
k2N�

1fV (1)+:::+V (k)�tg

!

pour tout t � 0, où V (1), ..., V (k), ... sont les instants successifs d�arrivée du
processus de renouvellement. �V (t) représente le nombre moyen d�arrivées
sur [0; t].

Avec cette notation, nous obtenons le résultat suivant :

Théorème 3.2 Soit t � 0. Pour K = 0, on a :

C0 (t) = r + n (�t+ cp + (r + cf ) �V (t))

Université Paris-Est
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et, pour 1 � K � n, on a :

CK (t)

= n�t+
KX
i=1

�
(r + cf )

�
FUi:n (t) + E

�
�V
�
(t� Ui:n)+

���
+ �E

�
U ti:n

��
+ (n�K)

�
cpFUK:n (t) + (r + cf )E

�
�V
�
(t� UK:n)+

��
+ �E

�
U tK:n

��
(3.1)

où, pour x 2 R, on note x+ = max (x; 0) et xt = min (x; t).

Contrairement au cas de taux de panne constants, où le processus de re-
nouvellement sous-jacent est un processus de Poisson homogène, la fonction
de renouvellement �V n�est généralement pas connue ici de façon explicite
(de même que les statistiques d�ordre (U1:n; :::; Un:n)). Il semble donc im-
possible d�optimiser CK (t) par rapport à K d�un point de vue théorique,
comme nous l�avions fait dans le cas de taux constants. Nous sommes ce-
pendant capables de donner des résultats sur un horizon in�ni. En utilisant
le théorème de Blackwell, on montre tout d�abord le résultat suivant :

Proposition 3.3 Supposons que la loi de V soit non arithmétique et que
E (Ui) < +1 pour tout 1 � i � n. On pose

gK (1) := lim
t!+1

(CK+1 (t)� CK (t))

pour tout 0 � K � n�1 et on note DK le K�ième espace normalisé associé
à la statistique d�ordre (Ui:n)1�i�n dé�ni par DK := (n�K) (UK+1:n � UK:n)
pour 1 � K � n� 1 et D0 = nU1:n. On a alors :

gK (1) = r + cf � cp +
�
� � r + cf

E (V )

�
E (DK)

pour tout 1 � K � n� 1 et

g0 (1) = cf � cp +
�
� � r + cf

E (V )

�
E (D0)

Dans le cas où � � r+cf
E(V ) , on en déduit immédiatement que gK (1) � 0

pour tout K et donc que la stratégie optimale est la stratégie 0. Dans le
cas où � < r+cf

E(V ) , on a besoin de contrôler l�évolution des espaces normali-
sés moyens E (DK) en fonction de K. Pour cela, on utilise un résultat de
(Barlow et Proschan, 1966), qui a¢ rme que si U1, ..., Un sont i.i.d. IFR, alors
(DK)0�K�n�1 est stochastiquement décroissante et donc (E (DK))0�K�n�1
est décroissante. Notons que ce résultat est faux lorsque les v.a.r. sont IFR
mais n�ont pas même loi. L�hypothèse i.i.d. est donc nécessaire, hypothèse
qui n�est a priori pas véri�ée ici dans le cas général.

Sophie Mercier
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Deux scenari sont cependant envisageables pour que les Ui soient bien
i.i.d. (et IFR ) : en premier lieu, les composants ont pu tout simplement être
installés simultanément. A titre d�exemple, on peut penser, comme nous l�a
indiqué Marc Bouissou (R&D EdF), à des composants importants des cen-
trales nucléaires françaises, qui ont, pour une grosse part, été mises en service
à la même époque. Sous l�hypothèse naturelle selon laquelle les durées de
vie totales des composants sont de plus IFR, les durées de vie résiduelles
des composants à l�instant t = 0 sont alors i.i.d. IFR, comme nous le sou-
haitons. Une autre façon de réaliser cette hypothèse est d�imaginer que les
composants sont au contraire en place depuis longtemps et qu�ils ont déjà
été remplacés un grand nombre de fois. On peut alors considérer que la du-
rée de vie résiduelle d�un composant à l�instant t = 0 est le temps d�attente
de la prochaine arrivée pour un processus de renouvellement stationnaire,
de même loi inter-arrivées qu�une certaine v.a.r. U (0) (supposée telle que
0 < E

�
U (0)

�
< +1). Les v.a.r Ui apparaissent alors comme des v.a.r. i.i.d.,

dont la loi admet comme densité par rapport à la mesure de Lebesgue la
fonction fU (t), donnée par :

fU (t) =
�FU(0) (t)

E
�
U (0)

�1R+ (t) (3.2)

Il est par ailleurs naturel de supposer que U (0), qui représente la durée de
vie totale d�un ancien composant à l�état neuf, est IFR. On véri�e alors que
ce caractère IFR est transmis aux durées de vie résiduelles, ce qui permet
d�a¢ rmer que les Ui sont bien i.i.d. IFR.

Sous cette hypothèse (Ui i.i.d. IFR), on est maintenant capable d�iden-
tifer précisément la politique optimale de remplacements préventifs en fonc-
tion des données sur un horizon in�ni. Les résultats obtenus montrent en
particulier que, contrairement au cas de taux constants, n�importe quelle
stratégie parmi 0, 1, ..., n peut maintenant être optimale pour un horizon
in�ni, et donc aussi pour un horizon �ni su¢ samment grand (cf [P14] pour
plus de détails). Des études numériques montrent qu�il en est en fait de même
pour n�importe quel horizon �ni t, même petit. Elles montrent aussi que la
stratégie optimale de remplacements préventifs n�évolue pas de façon régu-
lière en fonction de l�horizon de temps t (cf un exemple d�évolution dans la
Figure 3.2). Ceci con�rme le fait qu�il n�y a sans doute aucun espoir d�avoir
une identi�cation claire de la politique de maintenance optimale en fonction
des données pour un horizon �ni dans un cadre général. On peut cependant
noter que la politique optimale semble se stabiliser assez rapidement lorsque
t augmente (de l�ordre de quelques durées de vie moyennes d�un composant
sur les exemples étudiés), de sorte que la politique optimale à long terme est
sans doute un bon indicateur de la politique à suivre pour un horizon �ni.
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Fig. 3.2 �Un exemple d�évolution de la politique optimale en fonction de t.
Données : U (0) et V suivent des lois de Weibull de paramètres respectifs�
1
103
; 2:8

�
et
�

1
2�103 ; 3:2

�
; fU est donnée par l�équation (3:2) ; n = 10 ; � = 0 ;

� = 0:095 ; cp = 5 ; cf = 7 ; r = 4.

3.5 Conclusion - Perspectives

Contrairement à ce à quoi on aurait peut-être pu s�attendre, les résultats
qualitatifs obtenus dans [P6] et dans [P14] sont clairement di¤érents. Dans le
cadre étudié dans ces deux papiers, modéliser la durée de vie d�un composant
par une loi générale ou par une loi exponentielle de même moyenne a donc
une réelle in�uence quant au choix de la stratégie de remplacement des
composants obsolescents. Sur le pourquoi, on peut peut-être imaginer que
ceci est dû à l�allure des fonctions de renouvellement, qui, pour une loi
générale, comportent fréquemment des changements de concavité (cf Figure
3.3, obtenue avec les résultats du paragraphe 4.2). Quoi qu�il en soit, cette
di¤érence dans les résultats qualitatifs montre clairement l�importance de la
modélisation de l�évolution intrinsèque de chaque composant (durée de bon
fonctionnement, dégradation) pour le choix de la stratégie de remplacements
préventifs des composants obsolescents.

Dans la littérature �abiliste classique consacrée aux politiques de rempla-
cements préventifs, voir (Pierskalla et Voelker, 1976) et
(Sherif et Smith, 1981) par exemple, des méthodes très diverses ont été uti-
lisées pour modéliser cette évolution intrinsèque. Dans [P6-P14], nous avons
utilisé une modélisation très simple, où la loi de la durée de vie d�un com-
posant était connue sous forme explicite. On pourrait aussi envisager un
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composant qui se dégrade selon un processus donné, comme un processus
markovien, semi-markovien, Gamma... La durée de bon fonctionnement est
alors le temps d�atteinte d�un certain seuil de dégradation. Dans ce cadre,
de très nombreuses politiques de remplacements préventifs ont été propo-
sées et étudiées. Cependant, dans la plupart de ces études, un composant
usé est remplacé par un nouveau composant de type identique à l�ancien et
la possibilité d�une évolution technologique entre les deux composants n�est
en général pas envisagée.

En revanche, dans la littérature consacrée au remplacement de compo-
sants obsolescents, l�aspect innovation technologique a été beaucoup étudié
et a donné lieu à des modélisations très diverses, aussi bien déterministes
qu�aléatoires, tant pour le mode d�arrivée de ces innovations que pour leur
degré d�innovation. Dans ce type de littérature, voir (Chambers, 2004) par
exemple, la durée de vie d�un composant est la plupart du temps liée à son
degré d�obsolescence et/ou à sa valeur marchande, c�est-à-dire liée à un envi-
ronnement extérieur, indépendant de l�évolution intrinsèque du composant :
dans ce cadre, un composant est remplacé lorsqu�il y a un trop grand dé-
calage entre l�ancienne technologie dont il est issue et celle, plus moderne,
qui est disponible sur le marché. Certains papiers tiennent en plus compte
d�une dégradation intrinsèque déterministe pour un composant, qui induit
un coût d�entretien de type déterministe, constant par unité de temps.

A part quelques rares exemples comme (Hopp et Nair, 1994), où les au-
teurs considèrent un composant qui se dégrade selon une chaîne de Markov
à espace d�états �ni et où il peut y avoir une (unique) innovation technolo-
gique à un instant aléatoire, il semblerait que les deux littératures évoquées
ci-dessus se soient développées de façon parallèle, avec très peu d�intersec-
tions. Il serait donc intéressant de les confronter, ce qui leur permettrait
de s�enrichir mutuellement. On pourrait ainsi reprendre certains modéles
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d�innovation technologique proposés dans la littérature, mais en envisageant
une dégradation intrinsèque aléatoire des composants. En e¤et, au vu des
résultats de [P6-P14], on peut imaginer que, comparée à la dégradation in-
trinsèque déterministe généralement retenue dans ce type de littérature, une
modélisation aléatoire pourrait induire des résultats qualitativement di¤é-
rents. De la même façon, on pourrait imaginer reprendre divers modèles
de maintenance préventive classiques en autorisant une évolution de tech-
nologies entre les remplacements, cette évolution devant a priori avoir de
l�in�uence quant au choix des instants de remplacements préventifs.

Sophie Mercier



Chapitre 4

Encadrement de quantités
�abilistes

Mots clefs : Approximations numériques, Fonction de renouvellement, Equation
de renouvellement markovien, Processus markovien et semi-markovien.

4.1 Introduction

De nombreuses quantités �abilistes sont calculées à l�aide d�approximations
numériques, soit parce que l�on ne dispose pas de leur forme exacte, comme
pour la plupart des fonctions de renouvellement, soit parce que leur forme
exacte pose des problèmes d�évaluation numérique, comme pour des quan-
tités liées à un gros système markovien. En pratique, la précision de ces
évaluations numériques n�est pas toujours contrôlée, soit parce que cette
précision est inconnue d�un point de vue théorique, soit parce que son éva-
luation est trop coûteuse en temps de calcul et/ou de développement logiciel.
Pour un industriel, la connaissance de cette précision peut cependant être
primordiale, que ce soit d�un point de vue sûreté de fonctionnement ou d�un
point de vue économique. Nous nous intéressons ici à diverses quantités �a-
bilistes, pour lesquelles nous proposons des encadrements par des bornes
aisément calculables, et dont la précision peut être ajustée en fonction d�un
pas de temps h > 0.

Nous commençons (§4.2) par décrire le principe de base de ces enca-
drements et nous en déduisons des encadrements pour diverses quantités
�abilistes liées à des sommes de v.a.r., comme des fonctions de renouvelle-
ment par exemple. Nous donnons ensuite (§4.3) des encadrements pour des
quantités �abilistes à horizon �ni liées à un système semi-markovien. Les
résultats sont particularisés dans le paragraphe suivant (§4.4) au cas mar-
kovien, très utilisé par les industriels. Nous concluons et donnons quelques
perspectives dans le dernier paragraphe (§4.5).
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4.2 Principe d�encadrement et premières applica-
tions

[P9] Sophie Mercier (2007) Discrete random bounds for general random va-
riables and applications to reliability, European Journal of Operational
Research, Volume 177, Issue 1 , Feb. 2007, pp. 378-405, available online
15 Feb. 2006.

Pour tout réel x, on note bxc sa partie entière, où bxc est l�unique entier
tel que :

bxc � x < bxc+ 1:
Le principe d�encadrement de base est très simple et consiste, étant don-

nés une v.a.r. U quelconque et un réel h > 0, à encadrer U par les deux
v.a.r. discrètes Uh et Uh+ à valeurs dans hZ dé�nies par :

Uh := h

�
U

h

�
et Uh+ := Uh + h: (4.1)

On a alors Uh � U < Uh+ et

lim
h!0+

Uh (!) = lim
h!0+

Uh+ (!) = U (!)

pour tout ! 2 
. Connaissant la loi de U , les lois de Uh et de Uh+ sont
aisément calculables.

Avec ces notations, étant donnés un réel h > 0 et n v.a.r. U1, U2, ..., Un,
on en déduit immédiatement que

U1 + U
h
2 + :::+ U

h
n � U1 + U2 + :::+ Un < U1 + U

h+
2 + :::+ Uh+n

(en pratique, il est généralement préférable de conserver U1 en lieu et place
de Uh1 et U

h+
1 ).

Ceci nous permet d�encadrer plusieurs quantités �abilistes :

� la �abilité d�un système formé de composants indépendants en redon-
dance passive, qui est de la forme �Fm (t) = P (U1 + :::+ Um > t), où
les Ui sont des v.a.r. positives indépendantes, ne suivant pas nécessai-
rement la même loi (un générateur de secours est en général di¤érent
du générateur principal par exemple), et n�admettant pas nécessaire-
ment de densité par rapport à la mesure de Lebesgue (possibilité de
refus de démarrage par exemple, ce qui entraîne un poids en 0 pour la
loi de Ui).

� des fonctions de renouvellement, qui mesurent par exemple le nombre
moyen de redémarrages sur un intervalle �ni [0; t], pour un composant
évoluant selon un processus de renouvellement.
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� la �abilité d�un système qui est réparé instantanément lorsqu�il tombe
en panne, avec une probabilité q pour que la réparation soit parfaite, et
1� q pour que la réparation ait échoué (Bon et Philippe, 2004). Cette
�abilité est de la forme �Fq (t) = P

�PG
i=1 Ui > t

�
où les Ui sont i.i.d.

positives, G suit une loi géométrique de paramètre q et est indépen-
dante des Ui. (Dans [P9], nous envisageons le cas général, qui inclut
un délai éventuel).

Pour ces trois quantités, nous proposons des encadrements par des quan-
tités similaires, où les Ui sont remplacées par les Uhi ou les U

h+
i . Quelles que

soient les lois des v.a.r. initiales qui interviennent dans ces quantités, on est
donc toujours ramené à évaluer ces mêmes quantités pour des v.a.r. qui sont
discrètes, toutes à valeurs dans hN. Si ce principe de discrétisation d�une
v.a.r. n�est clairement pas nouveau, cf (Dohi et al., 2002) par exemple pour
les fonctions de renouvellement, son emploi pour obtenir des encadrements
semble en revanche moins usité. Les bornes obtenues sont pourtant très
simples et parfaitement adaptées à la programmation informatique. Pour
chacune des trois quantités étudiées, des algorithmes de calculs des bornes
sont donnés. La convergence de ces bornes lorsque h tend vers 0 est démon-
trée.

A titre d�exemple, nous donnons ici des résultats obtenus pour les fonc-
tions de renouvellement :

Théorème 4.1 Soit (Um)m2N� une suite de v.a.r. positives i.i.d. telles que
0 < E (U1) et soit V0 une v.a.r. positive indépendante des Ui. Soit RV0;U1 la
fonction de renouvellement associée, dé�nie par

RV0;U1 (t) = E

0@1fV0�tg +X
n�1

1fV0+U1+:::+Un�tg

1A :

Pour h > 0 et n 2 N�, on note Uhn et Uh+n les approximations de Un dé�nies
par (4:1). Pour h > 0, soient RV0;Uh1 et RV0;Uh+1

les fonctions de renouvel-

lement respectivement associées à V0 et
�
Uhm
�
m2N�, et à V0 et

�
Uh+m

�
m2N�.

Alors :

1. Pour tous t � 0 et h > 0, on a :

RV0;Uh+1
(t) � RV0;U1 (t) � RV0;Uh1

(t) (4.2)

2. Il existe � > 0 tel que RV0;Uh1 (t) < +1 pour tout t � 0 et tout
0 < h � �.
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3. Si t � 0 est tel que P (V0 + U1 + :::+ Um = t) = 0 pour tout m 2 N�
(ce qui est vrai en particulier si V0 ou U1 admet une densité par rapport
à la mesure de Lebesgue), alors :

lim
h!0+

RV0;Uh+1
(t) = lim

h!0+
RV0;Uh1

(t) = RV0;U1 (t)

Le résultat suivant nous permet de calculer de façon récursive les bornes
de la fonction de renouvellement RV0;U1 (t) données par (4:2).

Proposition 4.2 Sous les notations et hypothèses du théorème précédent,
soient t > 0 et N 2 N� �xés. On pose h = t

N et

� (k) = P (V0 � kh)

�h (k) = P
�
Uh1 = kh

�
= P (kh � U1 < (k + 1)h)

pour tout 0 � k � N . On a alors �h (0) = P (U1 < h) < 1 pour h su¢ sam-
ment petit et

RV0;Uh1
(kh) =

1

1� �h (0)

0@� (k) + 1fk�1g k�1X
j=0

�h (k � j)RV0;Uh1 (jh)

1A
RV0;Uh+1

(kh) = � (k) + 1fk�1g

k�1X
j=0

�h (k � j � 1)RV0;Uh+1 (jh)

pour tout 1 � k � N .

Pour chacune des trois quantités d�intérêt, après avoir dé�ni et étudié
les bornes comme nous venons de le voir pour une fonction de renouvel-
lement, nous nous sommes ensuite attachés au choix du pas de temps h
en vue de l�obtention d�une précision donnée : pour les quantités de type
�Fm (t) et �Fq (t), nous obtenons une borne explicite sur h en fonction de la
largeur d�encadrement visée ", sous certaines conditions techniques. A titre
d�exemple, nous avons ainsi le résultat suivant pour �Fq (t) :

Proposition 4.3 Soit q 2]0; 1[ et soit " > 0 �xé. Supposons que U1 admette
une densité f par rapport à la mesure de Lebesgue. Alors, si

h � 2 (1� q) "
q � kfk1

on a alors : ��� �Fq (t)� �F hq (t)
��� � "

pour tout t > 0, où �F hq (t) représente la valeur approchée fournie par le milieu
des bornes de �Fq (t), construites selon la méthode décrite précédemment.
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Pour les fonctions de renouvellement, nous n�obtenons malheureusement
pas de résultat aussi précis : nous observons que, dans le cas exponentiel où
la fonction de renouvellement est connue explicitement, la précision relative
des résultats obtenus est de l�ordre de h

2E(U1) , où U1 désigne l�intervalle inter-
arrivées. Dans le cas général, nous observons numériquement que cette même
valeur, h

2E(U1) , semble être un ordre de grandeur de la précision relative
maximale (i.e. la plus mauvaise).

Pour chacune des trois quantités d�intérêt, nous avons aussi testé nu-
mériquement la qualité des bornes obtenues, et ce de façons très diverses :
nous avons tout d�abord considéré des v.a.r. Ui i.i.d. de même loi exponen-
tielle, pour lesquelles des formules exactes sont disponibles. Pour �Fm (t),
nous avons aussi envisagé le cas de lois exponentielles avec des paramètres
ayant des ordres de grandeur très di¤érents, cas très fréquent en �abi-
lité, connu pour induire des problèmes numériques avec certaines méthodes
(Lefebvre, 2003). Pour cette même quantité, nous avons aussi comparé nos
résultats pour diverses lois classiques à ceux obtenus à l�aide d�un logiciel
libre nommé APPL (Glen et al., 2001), qui calcule entre autres des convolu-
tions. Pour �Fm (t) et pour les fonctions de renouvellement, nos résultats ont
par ailleurs été comparés avec ceux obtenus par simulation de Monte-Carlo
(MC), en particulier pour des lois complexes (voir aussi [CI11]). Pour les
fonctions de renouvellement, une comparaison approfondie a été faite avec
diverses méthodes existantes, et en particulier avec (Tortorella, 2005).

Pour les trois quantités d�intérêt, tous les tests e¤ectués montrent la
robustesse des résultats, quel que soit le type de lois utilisées, ainsi que le bon
comportement des bornes, quelle que soit la précision désirée. En revanche,
principalement pour les fonctions de renouvellement, un point faible est sans
doute la di¢ culté à choisir h en fonction de la précision souhaitée, ce qui
peut amener à devoir réitérer les calculs avec di¤érentes valeurs de h jusqu�à
ce que l�on obtienne la précision souhaitée.

4.3 Cas semi-markovien

[P11] Sophie Mercier (2008) Numerical bounds for semi-markovian quan-
tities and application to reliability, Methodology and Computing in
Applied Probability, Volume 10, Number 2, Jun. 2008, pp. 179-198,
available online 3 Jul. 2007.

Nous nous intéressons maintenant à un système dont l�évolution dans le
temps est décrite par un processus semi-markovien, à valeurs dans un espace
d�état �ni ou dénombrable. Pour un tel système, la plupart des quantités
usuelles en �abilité, qu�elles soient transitoires ou cumulées, sont solutions
d�équations de renouvellement markovien, que l�on ne sait pas résoudre ex-
plicitement. Diverses méthodes numériques ont alors été proposées dans la
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littérature : on peut par exemple consulter (Csenki, 2002), qui contient de
très nombreuses références. La précision de ces méthodes n�est malheureu-
sement généralement pas contrôlée, surtout dans un contexte industriel, soit
parce qu�elle est inaccessible, soit parce qu�elle est trop coûteuse à calculer.
Nous proposons ici un encadrement de telles quantités, solutions d�équations
de renouvellement markovien.

Avant de construire un tel encadrement, nous précisons tout d�abord
notre contexte d�étude, ainsi que quelques notations : nous considérons ici
un processus semi-markovien (homogène) (Xt)t�0 à temps continu, à valeurs
dans un espace E, �ni ou dénombrable ; pour un tel processus, nous notons :

� (Tn)n2N, la suite de ses instants de sauts, supposés tels que supn2N Tn =
+1 p.s. ;

� (Yn)n2N, la chaîne de Markov associée, avec Yn = XTn pour tout n 2 N,
de matrice de transition P = (Pi;j)i;j2E ;

� (q (i; j; dt))i;j2E , le noyau semi-markovien associé, avec :

P (Yn+1 = j \ Tn+1 � Tn � tjY0 = i0; T1 = t1; :::
Yn�1 = in�1; Tn = tn; Yn = i)

= P (Yn+1 = j \ Tn+1 � Tn � tjYn = i)

= P (Y1 = j \ T1 � tjY0 = i)

=

Z
[0;t]

q (i; j; du)

= q (i; j; [0; t])

pour tout n 2 N, tout t � 0, tous t1; :::; tn 2 R+ tels que t1 � ::: � tn,
tous i; j 2 E, tous i0; :::; in�1 2 E tels que la probabilité conditionnelle
existe ;

� � (i; j; [0; t]), la fonction de renouvellement markovien associée, avec :

� (i; j; [0; t]) = Ei

0@X
n�0

1fTn�tg1fYn=jg

1A
pour tous i; j 2 E, tout t � 0. Le réel � (i; j; [0; t]) représente le nombre
moyen de visites à j sur [0; t] pour le processus (Xt)t�0 partant de i.

Soit maintenant B+ l�ensemble des fonctions f : E � R+ ! R+ unifor-
mément bornées sur tout compact. Pour f 2 B+, on note :

(dq � f) (i; t) =
X
j2E

Z
[0;t]

f (j; t� u) q (i; j; du) = Ei
�
f (Y1; t� T1)1fT1�tg

�
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et

(d� � f) (i; t) =
X
j2E

Z
[0;t]

f (j; t� s) � (i; j; ds)

=
X
n�0

Ei
�
f (Yn; t� Tn)1fTn�tg

�
pour tout (i; t) 2 E � R+.

Une équation de renouvellement markovien (ERM) associée au noyau
(q (i; j; dt))i;j2E s�écrit alors :

f = g + dq � f (4.3)

où g 2 B+ est une fonction donnée, et f la fonction inconnue, cf
(Cocozza-Thivent, 1997) ou (Iosifescu et al., 2007) par exemple.

D�après (Çinlar, 1975), sous l�hypothèse supn2N Tn = +1 p.s., on sait
que, pour tout g 2 B+, l�ERM (4:3) admet une unique solution fg 2 B+
donnée par :

fg = d� � g < +1

Etant donné g 2 B+, notre but est de construire un encadrement de
la solution fg de l�ERM (4:3). Pour cela, étant donné un réel h > 0 �xé,
nous construisons deux nouveaux processus semi-markoviens

�
Xh
t

�
t�0 et�

Xh+
t

�
t�0

approximant le processus initial (Xt)t�0, et encadrant ce pro-

cessus en un certain sens : les deux nouveaux processus ont la même chaîne
de Markov associée (Yn)n2N que (Xt)t�0, mais leurs intervalles inter-arrivées

sont respectivement (Tn+1 � Tn)h et (Tn+1 � Tn)h+, avec

(Tn+1 � Tn)h = h

�
Tn+1 � Tn

h

�
� Tn+1 � Tn
< (Tn+1 � Tn)h+ = (Tn+1 � Tn)h + h

pour tout n 2 N (cf (4:1) pour la notation). Les états successivement visités
par ces deux nouveaux processus sont donc les mêmes que pour le processus
initial (Xt)t�0, mais les intervalles inter-arrivées sont un peu moins longs

pour
�
Xh
t

�
t�0, et un peu plus longs pour

�
Xh+
t

�
t�0
.

Avant de donner notre résultat principal, remarquons que les deux pro-

cessus semi-markoviens
�
Xh
t

�
t�0 et

�
Xh+
t

�
t�0

ainsi construits sont discrets,
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au sens où leurs noyaux ont un support inclus dans hN. Ces noyaux sont
donnés par

qh (i; j; [0; t]) = P
�
Y1 = j \ T h1 � tjY0 = i

�
qh+ (i; j; [0; t]) = P

�
Y1 = j \ T h+1 � tjY0 = i

�
pour tous i; j 2 E et tout t � 0, où T h1 = h

�
T1
h

�
et T h+1 = T h1 + h. Ils sont

aisément calculables en fonction de q.

Avec de telles notations, nous obtenons le résultat suivant :

Théorème 4.4 Soit (Xt)t�0 un processus semi-markovien à valeurs dans E
tel que C = supf(i;j):P (i;j) 6=0g Ei (exp (�T1) jY1 = j) < 1. Pour tout g 2 B+,
on a :

1. Si t 7�! g (i; t) est croissante pour tout i 2 E, alors, pour tout 0 <
h < � lnC :

fh+g = d�h+ � g � fg = d� � g � fhg = d�h � g < +1 (4.4)

où :

� �h et �h+ désignent les fonctions de renouvellement markovien
respectivement associées à

�
Xh
t

�
t�0 et

�
Xh
t +
�
t�0,

� fhg et fh+g désignent les solutions respectives des ERM discrètes
f = g + dqh � f et f = g + dqh+ � f .

2. Si g est de la forme g = g1� g2 avec g1; g2 2 B+ et que, pour j = 1; 2,
la fonction t 7�! gj (i; t) est croissante pour tout i 2 E, alors, pour
tout 0 < h < � lnC :

fh+g1 � fhg2 � fg = fg1 � fg2 � fhg1 � f
h+
g2 < +1 (4.5)

3. Soit t � 0. Si g est uniformément continue sur E � [0; t], alors :

lim
h!0+

fhg (i; t) = lim
h!0+

fh+g (i; t) = fg (i; t)

La démonstration des deux premiers points est immédiate. En e¤et, no-
tons T (h)n (resp. T (h+)n ) le n-ième instant de saut du processus

�
Xh
t

�
t�0 (resp.�

Xh+
t

�
t�0
). On a alors :

T (h)n =

n�1X
i=0

(Ti+1 � Ti)h � Tn < T (h+)n =

n�1X
i=0

(Ti+1 � Ti)h+ = T (h)n + nh:
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Si t 7�! g (i; t) est croissante pour tout i 2 E, on a alors

Ei
�
g
�
Yn; t� T (h+)n

�
1n
T
(h+)
n �t

o� � Ei �g (Yn; t� Tn)1fTn�tg�
� Ei

�
g
�
Yn; t� T (h)n

�
1n
T
(h)
n �t

o�
D�où le premier point, et le deuxième qui en découle immédiatement.

Le troisième point est un peu plus technique, ce qui est principalement
dû au terme nh de T (h+)n , qu�il faut contrôler.

D�après les deux premiers points du théorème précédent, il su¢ t, pour
obtenir un encadrement de fg, de résoudre des équations de renouvellement
discrètes associées à des noyaux semi-markoviens portés par hN. Ceci se
fait très facilement, de façon récursive. Le troisième point nous montre que
l�encadrement obtenu peut être rendu aussi �n qu�on le souhaite, en prenant
h su¢ samment petit.

Notons que lorsque le noyau (q (i; j; dt))i;j2E est triangulaire, on peut en
fait donner des bornes améliorées pour certaines quantités �abilistes, voir
[P11] pour plus de détails.

Les bornes obtenues ont été testées sur quelques exemples numériques.
En particulier, on a comparé les bornes données par (4:5) à celles obtenues
dans (Cocozza-Thivent et Eymard, 2004b) par une méthode de volumes �nis
explicite, pour un système formé de deux composants en redondance passive.
L�état du système est décrit par un processus semi-markovien à valeurs dans
E = f1; 2; 3; 4g qui a pour noyau :

q (�; �; dt) =

0BB@
0 w1 (t) �W2 (t) 0 w2 (t) �W1 (t)

l (t) �W3 (t) 0 w3 (t) �L (t) 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1CCA dt

où �Wi (t) et �L (t) sont les fonctions de survies respectives associées à des lois
de Weibull W (�i; �i) (i = 1; 2; 3) et log-normales LN (m;�) avec

�1 ' 9:59� 10�6;�1 = 1:5;�2 ' 7:85� 10�9;�2 = 2;
�3 ' 1:09� 10�4;�3 = 1:2;m = 4:5;� = 0:5

Les quantités d�intérêt sont les probabilités de transition Pt (i; j) = Pi (Xt = j)
pour i; j 2 E. On pose fj (i; t) = Pt (i; j) et gj (i; t) = 1fi=jgPi (T1 > t) pour
i; j 2 E et t � 0. On sait alors que :

fj = gj + dq � fj ;

cf (Çinlar, 1975) par exemple, et donc que fj = fgj = d��gj . En remarquant
que gj = Ij � uj avec Ij (i; t) = 1fi=jg et uj (i; t) = 1fi=jgPi (T1 � t), on
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obtient Pt (i; j) = fIj (i; t) � fuj (i; t), où fIj (i; t) = � (i; j; [0; t]). Comme Ij
et uj sont toutes les deux croissantes par rapport à t, on peut alors utiliser
l�encadrement (4:5) qui s�écrit ici :

fh+Ij � fhuj � fgj = fIj � fuj � fhIj � f
h+
uj (4.6)

Les valeurs des bornes obtenues pour Pt (1; j) et j = 1; :::; 4 sont tracées
sur la �gure 4.1, ainsi que les résultats de (Cocozza-Thivent et Eymard, 2004b)
et les valeurs asymptotiques, que l�on connaît de façon exacte. Pour t pas
trop grand, les deux méthodes sont parfaitement cohérentes. Une étude plus
approfondie (voir [P 11]) montre cependant que, pour t grand, nos résultats
semblent plus en concordance avec les résultats asymptotiques que ceux de
(Cocozza-Thivent et Eymard, 2004b). Si ces derniers résultats peuvent bien
sûr être améliorés en diminuant les pas de discrétisation et sans doute aussi
en choisissant un schéma de type implicite au lieu d�explicite, ceci montre
malgré tout que, sans le contrôle de la précision dont nous disposons ici, un
choix inapproprié de pas de discrétisation peut conduire à des résultats plus
ou moins erronés (ici légèrement erronés pour t grand).

0 0.5 1 1.5 2
x 105

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

t

← Pt(1,1)

Pt(1,2)

↓

← Pt(1,4)

↑
Pt(1,3)

Upper Bound
Lower Bound
CocozzaEymard
Asympt. Probab.

Fig. 4.1 � Comparaison des Pt (1; j) pour j = 1::4 par
(Cocozza-Thivent et Eymard, 2004b) et par la méthode d�encadrement

Notons aussi que, dans (Cocozza-Thivent et Eymard, 2004b), le noyau
semi-markovien est supposé à densité par rapport à la mesure de Lebesgue.
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Ici, comme dans le paragraphe précédent (§4.2), la méthode utilisée n�est
pas sensible au type de mesures intervenant dans le noyau et des mélanges
de mesures à densité et de mesures discrètes, qui apparaissent dès que l�on
a une probabilité de refus de démarrage d�un composant par exemple, ne
posent aucun problème.

Notons �nalement que pour obtenir un encadrement des probabilités de
transition Pt (i; j), nous avons dû utiliser (4:5) qui est clairement moins pré-
cis que (4:4), puisqu�il correspond à des di¤érences d�inégalités de type (4:4).
Beaucoup de quantités �abilistes associées à un processus semi-markovien
peuvent cependant être directement encadrées à l�aide de (4:4), comme la
disponibilité cumulée sur [0; t] ou plus généralement, la durée moyenne pas-
sée par (Xt)�0 sur une partie de E entre les instants 0 et t, le nombre moyen
de sauts de (Xt)�0 d�une partie de E vers une autre partie de E (le nombre
de pannes par exemple), le coût moyen d�utilisation du système sur [0; t], ...
Les bornes obtenues pour toutes ces quantités seront donc plus précises que
pour les probabilités de transition (cf [P11] pour un exemple).

4.4 Cas markovien

[P12] Sophie Mercier (2008) Bounds and approximations for continuous-
time markovian transition probabilities and large systems, European
Journal of Operational Research, Volume 185, Issue 1, Feb. 2008, pp.
216-234, available online 30 January 2007.

Nous nous intéressons maintenant au cas de systèmes markoviens, à va-
leurs dans un espace d�état �ni mais éventuellement très grand. Contraire-
ment au cas semi-markovien, nous disposons ici de formules exactes pour
la plupart des quantités usuelles en �abilité. Cependant, ces formules sont
généralement exprimées sous forme matricielle, faisant très souvent inter-
venir des exponentielles de matrices. Lorsque les systèmes sont de petite
taille ou du moins de taille raisonnable, il est alors facile de les calculer nu-
mériquement. Lorsque les systèmes sont plus gros, les tailles des matrices
impliquées grossissent exponentiellement avec le nombre de composants et
les calculs numériques deviennent rapidement soit beaucoup trop gourmands
en temps de calculs, soit impossibles à réaliser si l�on ne prend garde à la
méthode utilisée. Ce problème majeur pour les industriels a été à l�origine
de très nombreux travaux : on peut par exemple consulter le livre de W.
J. Stewart (1994), les articles de références de C. B. Moler et C. F. Van
Loan (1978, 2003 avec 161 citations), ou encore (Reibman et al., 1989) ou
(Sidje et Stewart, 1999), pour n�en citer que quelques-uns. Il ne s�agit pas de
faire ici un quelconque panorama des di¤érentes méthodes existantes, mais
juste d�apporter notre contribution en proposant de nouveaux algorithmes
très simples à implémenter, permettant de calculer des bornes numériques
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pour les indicateurs usuels de la �abilité (à horizon �ni). Les résultats numé-
riques obtenus sont comparés à ceux donnés par d�autres méthodes, choisies
pour leur proximité avec la nôtre, d�un point de vue méthodologique.

Les dé�nitions et notations utilisées dans ce paragraphe sont similaires à
celles employées dans le paragraphe précédent, mises à part quelques-unes,
spéci�ques au cadre markovien : étant donné un processus markovien (Xt)t�0
à valeurs dans un espace d�état �ni E, on note ai;j le taux de transition de
i vers j pour tous i; j 2 E tels que i 6= j, et bi =

P
j 6=i ai;j pour tout i 2 E.

La matrice génératrice associée à (Xt)t�0 est alors A = (A (i; j))i;j2E avec

A (i; j) =

�
ai;j si i 6= j
�bi si i = j

La matrice de transition de la chaîne de Markov sous-jacente est P =
(Pi;j)i;j2E avec

Pi;j =

� ai;j
bi
si bi 6= 0

0 si bi = 0

pour i 6= j et Pi;i = 0.
Le noyau semi-markovien associé à (Xt)t�0 est

q (i; j; dt) = ai;je
�bit dt

pour i; j 2 E.
Pour h > 0, les lois inter-arrivées des processus approximant

�
Xh
t

�
t�0 et�

Xh+
t

�
t�0

sont ici les lois géométriques ("lower" et "upper") qui encadrent

classiquement une loi exponentielle, respectivement à valeurs dans N et N�,
et on a :

qh (i; j; kh) = Pi (kh < T1 � (k + 1)h;XT1 = j)

= Pi;je
�bikh

�
1� e�bih

�
qh+ (i; j; kh) = 1fk�1gq

h (i; j; (k � 1)h)

= 1fk�1gPi;je
�(k�1)bih

�
1� e�bih

�
pour tout k 2 N.

Dans ce cadre, le théorème 4.4 peut être appliqué et fournit des bornes
pour toutes les quantités solutions d�équations de renouvellement, c�est-à-
dire de la forme fg, où g 2 B+. Les solutions des ERM discrètes fhg et f

h+
g

sont des approximations de fg, que l�on appelle ici LGA et UGA, pour Lower
et Upper Geometric Approximation. Le calcul de fhg et f

h+
g peut se faire à

l�aide des algorithmes développés dans le cadre semi-markovien (voir [P11]).
Il est en fait préférable d�utiliser ici la proposition suivante, qui fournit des
algorithmes simpli�és.
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Proposition 4.5 Soient g 2 B+ et h > 0. Pour tout N 2 N, on pose :
fhg (�; Nh) =

�
fhg (i;Nh)

�
i2E en colonne, de même pour g (�; Nh) et f

h+
g (�; Nh).

Soit I la matrice identité de taille card(E) et

Dh = diag
�
e�bih; i = 1::m

�
Ch = Dh + (I �Dh)P
Bh = I � (Ch �Dh) = I � (I �Dh)P

où diag (u1; :::; um) représente la matrice diagonale ayant pour termes dia-
gonaux u1, ..., um (pour tous u1; :::; um 2 R).

La matrice Bh est alors inversible et

fhg (�; 0) = B�1h g (�; 0)
fh+g (�; 0) = g (�; 0)

De plus, pour tout N 2 N :

fhg (�; (N + 1)h) = B�1h

h
g (�; (N + 1)h) +Dh

�
fhg (�; Nh)� g (�; Nh)

�i
fh+g (�; (N + 1)h) = Chf

h+
g (�; Nh)�Dhg (�; Nh) + g (�; (N + 1)h)

Le calcul de fhg (�; Nh) et de fh+g (�; Nh) est très facile récursivement à
partir de la proposition 4.5. De plus, l�algorithme induit ne nécessite pas de
produit matriciel mais seulement des produits matrice par un vecteur, ce
qui est important lorsque E est de grande taille, cf (Rauzy, 2004) e.g.. De la
même façon, on n�a pas non plus besoin de calculer B�1h mais seulement des
quantités de la forme B�1h v, où v est un vecteur colonne. Ceci est équivalent à
résoudre des systèmes linéaires de la forme Bhw = v. Pour accélérer la réso-
lution numérique de tels systèmes, on factorise Bh une fois pour toute sous la
forme Bh = LU avec L triangulaire inférieure et U triangulaire supérieure
(éventuellement à une permutation près, cf (Ciarlet, 1989) e.g.). Calculer
B�1h v revient alors à la résolution successive des deux systèmes triangulaires
v = Lz et z = Uw, ou encoreB�1h v = Un (Lnv) dans les notations de Matlab.
Le conditionnement de ces systèmes est étudié dans [P12] où l�on montre
qu�ils sont d�autant mieux conditionnés que h (maxi2E bi �mini2E bi) est
petit.

En pratique, on peut remarquer que g (�; (N + 1)h)�Dh � g (�; Nh) est
souvent indépendant de N (cf [P12] et [CI15]). Dans ce cas, les résultats de
la Proposition 4.5 se simpli�ent et on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 4.6 Avec les notations et hypothèses de la Proposition 4.5, si
g (�; (N + 1)h) = Dh � g (�; Nh) pour tout N 2 N, on a alors :

fhg (�; (N + 1)h) = B�1h Dhf
h
g (�; Nh)

fh+g (�; (N + 1)h) = Chf
h+
g (�; Nh)
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et donc :

fhg (�; Nh) =
�
B�1h Dh

�N
B�1h � g (�; 0)

fh+g (�; Nh) = CNh � g (�; 0) (4.7)

pour tout N 2 N.

La Proposition 4.5 et le Corollaire 4.6 permettent de calculer des bornes
pour une fonction fg, solution d�une ERM. D�autres bornes sont proposées
dans [P12] dans le cas particulier où E = f1; :::;mg, g (i; t) = v (i) e�bit avec
v croissante, et la matrice génératrice A est triangulaire supérieure. Ceci
permet par exemple d�avoir des bornes améliorées pour des quantités du
type Pi (Xt � j), dans le cas d�un système ne pouvant que se dégrader.

Dans [CI15], plusieurs exemples numériques sont proposés, qui montrent
le bon comportement des di¤érentes bornes et ce, pour divers types de quan-
tités �abilistes.

Dans [P12], nous nous sommes plus particulièrement attachés à l�éva-
luation du semi-groupe de transition Pt (i; j), où Pt (i; j) = fgj (i; t) avec
gj (i; t) = 1fi=jge

�bit.
En premier lieu, nous avons testé numériquement le bon comportement

des bornes, données par (4:6). Ces tests ont été faits en comparant nos ré-
sultats avec ceux obtenus à l�aide de la fonction EXPM1 de Matlab, qui
donne une référence pour calculer Pt (i; j) = etA (i; j). La fonction EXPM1
est basée sur la méthode 3 de (Moler et Van Loan, 1978, 2003) et est connue
pour donner de très bons résultats. Elle nécessite en revanche de nombreux
produits matriciels et n�est pas adaptée lorsque E est grand. Elle s�est ef-
fectivement révélée lente comparée à nos méthodes lorsque E est grand. Les
résultats obtenus sont cependant tout-à-fait cohérents.

En second lieu, nous avons comparé les approximations fournies par le
milieu des bornes (MB), par fhgj (LGA) et par f

h+
gj (UGA). En termes de

temps de calcul et de résultats, il semble que UGA soit généralement la
plus performante. C�est donc celle qu�il faut retenir lorsque l�on n�a besoin
que d�une valeur approchée de Pt (i; j). Un autre intérêt de UGA est qu�elle
peut facilement s�interpréter à l�aide d�un développement limité à l�ordre 1
(d.l.1) du semi-groupe (Pt (i; j))i;j2E . En e¤et, (4:7) donne, pour gj (i; t) =
1fi=jge

�bit :

fh+gj (�; Nh) = CNh gj (�; 0) = CNh (�; j) (4.8)

En prenant t = Nh et en utilisant le fait que :

Pt (�; j) = eNhA (�; j) =
�
ehA
�N

(�; j) ;

UGA revient donc à approximer ehA par Ch = Dh + (I �Dh)P .
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Or, pour le processus de Markov de sauts (Xt)t�0, on sait que, quand h
tend vers 0+ :

ehA (i; i) = Pi (T1 > h) + o (h)

= e�bih + o (h)

= Ch (i; i) + o (h)

et, pour i 6= j :

ehA (i; j) = Pi (T1 � h;XT1 = j) + o (h)

= Pi (T1 � h)Pi;j + o (h)

=
�
1� e�bih

�
Pi;j + o (h)

= Ch (i; j) + o (h)

de sorte que
ehA = Ch + o (h) : (4.9)

En remarquant que Ch = I+hA+o (h), UGA se révèle alors très proche
de la méthode d�Euler explicite (Forward Euler�s Approximation : FEA),
dans laquelle on approche ehA par I+hA, cf (Rauzy, 2004) e.g.. Cependant,
FEA nécessite h � 1

max(bi)
pour converger (car I + hA doit être positive)

alors que aucune condition n�est imposée pour UGA. De plus, I + hA est
une approximation de ehA et, du fait de l�interprétation donnée par (4:9),
on peut s�attendre à ce que UGA soit meilleure que FEA.

Deux autres méthodes très proches de FEA et UGA peuvent aussi être
trouvées dans la littérature :

� l�uniformisation (External Uniformization Approximation : EUA, cf
(Kijima, 1997) ou (Ross, 2000) e.g.) où :

ehA � (I � hA)�1

quand h ! 0+, qui nécessite h < 1
�(A) �

1
2min bi

où � (A) est le rayon
spectral de A,

� l�algorithme donné pour des processus semi-markoviens dans
(Cocozza-Thivent et Eymard, 2004a), qui donne, dans le cas marko-
vien :

ehA (i; j) �
(

1
1+bih

if i = j
ai;jh
1+bih

if i 6= j

quand h ! 0+, sans condition pour h (méthode CEA pour Cocozza-
Eymard�s Approximation).
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Nous avons alors comparé les résultats donnés par UGA, FEA, EUA et
CEA, sur un benchmark décrit dans [P12] (ainsi que sur d�autres), pour
di¤érentes valeurs des paramètres. Les conclusions sont que UGA semble
meilleure que CEA (résultats plus précis pour des temps de calculs simi-
laires). En ce qui concerne UGA, FEA et EUA (avec le même h), les temps
de calculs sont similaires pour UGA et FEA, avec FEA légèrement plus ra-
pide. EUA est un peu plus lente (de 2 à 10 fois dans nos essais). Pour les
performances, UGA semble généralement meilleure, en particulier pour t pas
trop grand. Pour t grand, on a cependant observé quelques exceptions, où
FEA et/ou EUA sont parfois légèrement meilleures.

En conclusion de ce paragraphe, les méthodes développées pour un sys-
tème semi-markovien (§4.3) permettent d�obtenir des bornes simpli�ées dans
le cadre markovien. Les bornes obtenues sont aisément calculables, même
pour un gros système markovien, car elles n�impliquent que des produits
matrice � vecteur mais pas de produits matriciels. Les méthodes fournissent
aussi des approximations, comme pour le semi-groupe de transition, que nous
avons plus particulièrement étudié. Les approximations obtenues s�avèrent
très proches de méthodes connues, auxquelles nous les avons comparées, et
ce généralement à l�avantage de la méthode présentée ici.

4.5 Conclusion - Perspectives

Nous avons présenté ici des encadrements pour diverses quantités �abilistes,
la plupart solutions d�équations de renouvellement ou de renouvellement
markovien. Les bornes ont été testées sous divers aspects, et les résultats
obtenus sont tout-à-fait encourageants. Plus précisément, l�e¢ cience des al-
gorithmes proposés est manifeste pour une échelle de temps pas trop grande,
les temps de calculs pouvant sans doute devenir un peu lourds pour de
grandes valeurs de t, lorsque l�on se rapproche du régime stationnaire. Ceci
n�est sans doute que peu pénalisant car, lorsque t est grand, nous disposons
de développements asymptotiques très performants, que ce soit pour les
fonctions de renouvellement, ou pour les solutions d�équations de renouvel-
lement markovien, voir (Çinlar, 1975) par exemple. On peut donc imaginer,
comme le suggèrent certains papiers pour les fonctions de renouvellement, cf
(From, 2001) ou (Garg et Kalagnanam, 1998), utiliser les méthodes propo-
sées ici pour t pas trop grand, puis utiliser un développement asymptotique
au-delà (switch-over point method). Une étude reste cependant à faire pour
étudier le choix du point de séparation et la méthode de raccordement.

Les méthodes proposées dans le paragraphe 4.1 reposent foncièrement
sur les équations de renouvellement markovien véri�ées par les quantités
�abilistes d�intérêt, liées à un processus semi-markovien à valeurs dans un
espace d�état dénombrable. Dans le prochain chapitre, nous présenterons les
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PDMP (Piecewise Deterministic Markov Process), qui sont en fait des pro-
cessus de renouvellement markovien à valeur dans un espace d�état général.
On pourrait donc imaginer généraliser les résultats obtenus ici pour ce type
de processus, ou tout au moins pour certains PDMP de forme particulière.
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Chapitre 5

Méthodes de volumes �nis en
�abilité dynamique

Mots clefs : Processus de Markov à valeurs dans un espace général, Equations de
Chapman-Kolmogorov, Processus de Markov déterministe par morceaux, Méthodes
de volumes �nis explicite et implicite, Inégalités BV-faibles et de Sobolev, Tension.

5.1 Introduction

Lorsque l�on modélise l�évolution d�un système par un processus de Markov
de saut à valeurs dans un espace d�états �ni, cela signi�e que les taux de tran-
sition entre les di¤érents états (taux de panne ou de réparation par exemple)
sont supposés constants et indépendants de l�environnement (température,
pression, ...). L�in�uence du contexte environnemental ne peut cependant pas
toujours être négligée. Ainsi, une très forte température peut par exemple
induire un taux de panne accru pour un composant électronique. De la même
façon, l�état d�un système peut aussi in�uer sur l�évolution du contexte envi-
ronnemental. Il su¢ t par exemple de penser à une unité de chau¤age, dont
la mise en route fait augmenter la température environnante. Ces obser-
vations ont conduit au développement de nouveaux modèles, qui prennent
en compte de telles interactions. Ce type de modélisation appartient à ce
que l�on appelle désormais la �abilité dynamique, selon le vocabulaire de
Jacques Devooght, qui l�a introduite dans les années 90, au départ pour des
problèmes issus du domaine de la sûreté nucléaire, cf (Devooght, 1997) et
ses références. Dans le vocabulaire probabiliste, ces modèles correspondent
à des processus de Markov déterministes par morceaux (PDMP : Piecewise
Deterministic Markov Process), conçus et étudiés par (Davis, 1984, 1993).

L�intérêt majeur des PDMP est leur grande �exibilité au niveau modé-
lisation, qui permet de décrire l�évolution de systèmes complexes. A titre
d�exemple, un système cohérent formé de sous-systèmes semi-markoviens
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indépendants correspond à un cas très particulier de PDMP, où les du-
rées passées par chaque sous-système dans son état courant forment le
contexte environnemental (cf la �n du paragraphe 2.4). Cette puissance
de modélisation s�accompagne malheureusement d�une complexité qui en-
gendre souvent de grandes di¢ cultés pour évaluer les quantités �abilistes
associées. Ces quantités ne sont généralement pas atteignables analytique-
ment, et sont, la plupart du temps, évaluées par simulation de Monte-Carlo
(Marseguerra et al., 1998), qui induisent souvent de longs temps de calcul.
Nous proposons ici de nouvelles méthodes numériques pour leur évaluation,
basées sur des schémas de type volumes �nis. Plus précisément, les quanti-
tés d�intérêt s�exprimant à l�aide des lois marginales d�un PDMP, nous nous
attachons ici à leur évaluation.

Nous commençons par préciser notre modèle pour les PDMP, qui dif-
fère légèrement de celui de Davis, ainsi que nos notations (§5.2). Comme
leur nom l�indique, les PDMP sont des processus markoviens (à valeurs
dans un espace non dénombrable), pour lesquels on peut écrire les équa-
tions de Chapman-Kolmogorov (CK). Nous montrons tout d�abord (§5.3)
que ces équations caractérisent les lois marginales d�un PDMP, au sens où
ce sont les seules solutions des équations CK, dans un sens faible que nous
précisons plus loin. Ceci nous permet de proposer et étudier un premier
algorithme (§5.4), de type volumes �nis explicite, pour approcher ces lois
marginales. Cet algorithme se révèle performant, mais montre malgré tout
quelques imprécisions lorsque l�on se rapproche du régime stationnaire. Ceci
nous a amené à développer d�autres algorithmes, toujours de type volumes
�nis, mais cette fois-ci implicites. Un premier algorithme de type volumes
�nis implicite a été proposé et testé sur un exemple issu de l�industrie pé-
trolière, qui est présenté au prochain chapitre. Les résultats s�avérant cette
fois-ci satisfaisants, nous nous sommes alors attachés à montrer la conver-
gence de cet algorithme. Pour ce faire, nous nous sommes aperçus que nous
devions le modi�er quelque peu, et en particulier introduire un terme de
viscosité, qui induit de la di¤usion. Ce nouvel algorithme, toujours de type
volumes �nis implicite, est présenté et étudié dans le paragraphe 5.5. En�n,
nous concluons et donnons quelques perspectives dans le dernier paragraphe
(§5.6).

5.2 Le cadre d�étude

Nous précisons ici diverses notations et hypothèses, que nous utilisons dans
toute la suite de ce mémoire : un PDMP est ici un processus à deux compo-
santes, que nous notons (It; Xt)t�0. C�est un processus hybride, au sens où
les deux composantes ne sont pas du même type : la première est discrète,
à valeurs dans un espace d�états �ni E. Typiquement, elle indique les états
respectifs (up/down, on/o¤) des di¤érents composants du système, exac-
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i -

j -

T1
(premier instant de saut)

0

μ(i,j,g(i,x,T1))(dy)

x -

y -

g(i,x,t)

g(j,y,t-T1)

t

t

It

Xt

a(i,j,g(i,x,T1)

Fig. 5.1 �Schéma d�évolution d�un PDMP

tement comme pour un processus de Markov de sauts usuel. La deuxième
composante, Xt, prend ses valeurs dans Rd et représente les conditions envi-
ronnementales (température, pression, ...). Le processus (It; Xt)t�0 saute à
des instants isolés et les deux composantes interagissent mutuellement l�une
sur l�autre : le taux de transition entre deux états discrets i, j 2 E dépend de
la composante environnementale Xt et est une fonction a (i; j;Xt) ; lors d�un
saut de la variable discrète de It� = i à It = j à l�instant t, la seconde com-
posante saute simultanément et est distribuée selon une loi �(i;j;Xt�)

(dy),

qui dépend de la valeur de la deuxième composante juste avant le saut (Xt�),
mais aussi des états discrets i et j ; entre deux sauts, la composante discrète
It est constante, et l�évolution de Xt est déterministe, solution d�une équa-
tion di¤érentielle qui dépend de cet état discret (�xe) : sachant que It = i,
la composante Xt est solution de :

dy

dt
= v(i; y); (5.1)

où v est une fonction donnée, v : E � Rd ! Rd. Sous des conditions tech-
niques assurant son existence et unicité (voir ci-dessous), on note g (i; x; t)
l�unique solution de (5:1) dé�nie pour t 2 R telle que g (i; x; 0) = x, pour
tout (i; x) 2 E � Rd.

L�évolution d�un PDMP est schématisée dans la �gure 5.1, ci-dessus.
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Nous considérons ici qu�un PDMP prend ses valeurs dans E �Rd. Dans
les applications, l�espace d�état est souvent de la forme

Q
i2E fig�Vi, où les

Vi sont des boréliens de Rd. Les résultats donnés ici s�étendent aisément à
ce cadre, et sont utilisés dans les applications sur un espace de cette forme
sans noti�cation supplémentaire.

Le modèle que nous considérons est en revanche un peu moins général que
celui de (Davis, 1993), qui admet quant à lui, la possibilité de sauts lorsque
la composante environnementale atteint la frontière de l�espace. Dans notre
travail, ces éventuels sauts ne sont pas envisagés.

Pour tous les PDMP considérés ici, nous nous plaçons sous les hypothèses
suivantes (H1) :

� �0 est une mesure de probabilités sur E � Rd.

� La fonction de taux a : E � E � Rd ! R+ est continue et bornée.

� La famille de lois de probabilités
�
�(i;j;x)

�
(i;j;x)2E2�Rd qui contrôle les

redémarrages de (Xt)t�0 lors des sauts de (It)t�0 est telle que, pour
tous i; j 2 E et  : Rd ! R continue bornée, la fonction x 7�!R
 (y)�(i;j;x)(dy), est continue (bornée) sur Rd.

� La vitesse v : E � Rd ! Rd, qui apparaît dans (5:1), est continue et
telle que :

� v(i; �) est localement Lipschitz continue (pour tout i 2 E),
� la fonction div v(i; �) est p.s. bornée (pour tout i 2 E),
� la fonction v(i; �) est sous-linéaire : il existe V1 > 0 et V2 > 0
telles que

8i 2 E;8x 2 Rd; kv(i; x)k � V1kxk+ V2:

Sous ces hypothèses, l�existence et l�unicité de g (i; x; t) sur R est alors
assurée.

Sous les hypothèses H1, le processus (It; Xt)t�0 est un processus de Mar-
kov homogène, cf (Davis, 1993). On note Pt(i; x; j; dy) le semi-groupe de
transition associé, avec

Ptf (i; x) = E(i;x) (f (It; Xt)) =
X
j2E

Z
Rd
f (j; y) Pt (i; x; j; dy)

pour tout (i; x; t) 2 E � Rd � R+ et toute application f mesurable positive
ou bornée. On note aussi �0 la loi initiale du processus (It; Xt)t�0 et �t sa

Sophie Mercier



5.3. CARACTÉRISATION DES LOIS MARGINALES 71

loi marginale à l�instant t, avec

�tf (i; x) = E�0 (f (It; Xt)) = �0Ptf (i; x) =
X
i2E

Z
Rd
Ptf (i; x) �0 (i;dx)

(5.2)
pour tout (i; x; t) 2 E � Rd � R+ et toute application f mesurable positive
ou bornée.

5.3 Caractérisation des lois marginales

[P7] Christiane Cocozza-Thivent, Robert Eymard, Sophie Mercier, Michel
Roussignol (2006) Characterization of the marginal distributions of
Markov processes used in dynamic reliability, Journal of Applied Ma-
thematics and Stochastic Analysis, Volume 2006, Article ID 92156, pp.
1-18.

Les quantités �abilistes auxquelles nous nous intéressons se mettent sous
la forme E�0 (f (It; Xt)) ou

R t
0 E�0 (f (Is; Xs)) ds et s�expriment donc ai-

sément à l�aide des lois marginales �t du PDMP sous-jacent, cf (5:2). La
première étape de notre travail consiste ici à essayer de caractériser ces lois
marginales. Pour ce faire, nous utilisons le caractère markovien d�un PDMP,
qui nous permet d�écrire les équations de Chapman-Kolmogorov (CK) as-
sociées, aussi appelées équations de Dynkin. L�objet de [P7] est de montrer
que la famille de lois marginales (�t (i; dx))t�0 est la seule solution de ces
équations, dans un sens faible que nous précisons ci-dessous.

A�n d�écrire les équations de Chapman-Kolmogorov, nous avons besoin
du générateur de (It; Xt)t�0. Pour cela, nous introduisons le domaine D0 =
fh : E�Rd ! R de classe C1 et bornée telle que v(i; �) �rh(i; �) est continue
bornée pour tout i 2 Eg où

v(i; �) � rh(i; �) =
dX
k=1

@h

@xk
(i; �)v(k)(i; �)

et v(i; �) = (v(1)(i; �);v(2)(i; �); : : : ;v(d)(i; �)).

Avec cette notation, nous montrons dans [P7] le résultat suivant, qui se
trouve déjà dans (Davis, 1993), où il est obtenu avec des méthodes di¤érentes
des nôtres.

Proposition 5.1 Sous les hypothèses H1, si f 2 D0, alors f appartient au
domaine du générateur in�nitésimal H0 de (It; Xt)t�0 et donc au domaine
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du générateur étendu. De plus, pour f 2 D0, on a :

H0f(i; x) =
X
j2E

a(i; j; x)

Z
Rd
(f(j; y)� f(i; x))�(i;j;x)(dy) + v(i; x) � rf(i; x)

=
X
j2E

a(i; j; x)

Z
Rd
f(j; y)�(i;j;x)(dy)� b (i; x) f(i; x)

+ v(i; x) � rf(i; x) (5.3)

où l�on pose �(i;i;x) (dy) = �x (dy) pour tout (i; x) 2 E � Rd et b (i; x) =P
j2E a(i; j; x) pour tout (i; x) 2 E � Rd.

Les équations de Chapman-Kolmogorov (ou de Dynkin) s�écrivent :

�tf (i; x)� �0f (i; x) =
Z t

0
�sH0f (i; x) ds

pour tout (i; x) 2 E � Rd et toute fonction f 2 D0.

En utilisant la forme du générateur (5:3) et en posant P (t) (�;dx) =
�t (�;dx) pour tout t � 0, ces équations apparaissent comme des équations
di¤érentielles partielles qui s�écrivent sous la forme faible suivante :X
i2E

Z
Rd
f(i; x)P (t) (i;dx)�

X
i2E

Z
Rd
f(i; x)�0(i;dx)

=

Z t

0

X
i2E

Z
Rd

[
P
j2E

a(i; j; x)
R
Rd f(j; y)�(i;j;x)(dy)

�b (i; x) f (i; x) + v(i; x) � rf(i; x)] P (s) (i; dx) ds
(5.4)

pour toute f 2 D0.

Dans le second membre, le terme en �(i;j;x)(dy) correspond à la redis-
tribution de la masse de probabilité lors d�un saut du PDMP. Le terme en
v(i; x) � rf(i; x), correspond à l�évolution des masses de probabilité le long
des trajectoires, entre les sauts (terme de transport) et b (i; x) est le taux de
sortie de l�état (i; x). Les équations de Chapman-Kolmogorov apparaissent
alors comme des équations de bilan en terme de �ux de masses de probabi-
lités.

Ces équations étant établies, notre problème est maintenant de montrer
que P (t) (�;dx) = �t (�;dx) en est la seule solution. Plus précisément, soit
P(E�Rd) l�ensemble des mesures de probabilités sur E�Rd. Notre but est
de montrer que P (t) (�;dx) = �t (�;dx) est l�unique application P : R+ !
P(E � Rd) qui véri�e (5:4) pour toute f 2 D0. En d�autres termes, si ~P :
R+ ! P(E � Rd) désigne la di¤érence de deux solutions, le problème est
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maintenant de montrer que
P
i2E

RR
Rd�R+ ' (i; x; s)

~P (s) (i;dx) ds = 0

pour su¢ samment de fonctions ' : E � Rd � R+.
Pour cela, nous commençons par étendre (classiquement) (5:4) à des

fonctions dépendantes du temps :

Proposition 5.2 Si P : R+ ! P(E � Rd) véri�e (5:4) pour toute f 2 D0,
la mesure m(i;dx; ds) = P (s) (i;dx) ds véri�e alors :

m(E � Rd � [0; T ]) <1; 8T 2 R+;

etZ
R+

X
i2E

Z
Rd

X
j2E

a(i; j; x)

�Z
Rd
'(j; y; s)�(i;j;x)(dy)� '(i; x; s)

�
m(i;dx;ds)

+

Z
R+

X
i2E

Z
Rd
(@t'(i; x; s) + v(i; x) � r'(i; x; s)) m(i;dx; ds)

+
X
i2E

Z
Rd
'(i; x; 0) �0(i;dx)

= 0 (5.5)

pour toute ' : E � Rd � R+ ! R de classe C1 et à support compact (' 2
C1c (Rd � R+)E).

Soit ~m(i;dx;ds) = ~P (s) (i; dx) ds, où l�on rappelle que ~P (s) représente
la di¤érence de deux solutions du problème initial. D�après (5:5), nous savons
maintenant que X

i2E

ZZ
Rd�R+

 (i; x; s) ~m(i; dx;ds) = 0 (5.6)

pour toute fonction  de la forme

 (i; x; s) =
X
j2E

a(i; j; x)

�Z
'(j; y; s)�(i;j;x)(dy)� '(i; x; s)

�
+ @t'(i; x; s) + v(i; x) � r'(i; x; s)

où ' 2 C1c (Rd � R+)E .
Pour pouvoir conclure que ~m est nulle, il nous faut étendre le domaine

des fonctions  , ou, de façon équivalente, étendre le domaine des fonctions
'. Pour cela, nous avons besoin de quelques notations :

Dé�nition 5.3 Etant donnée ' : E � Rd � R+ ! R continue bornée, on
dé�nit la fonction ~' : E � Rd � R+ ! R, également continue bornée, par

~'(i; x; t) = '(i; g(i; x; t); t)
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pour tout (i; x; t) 2 E � Rd � R+. On note alors Cb(d;E;v) l�ensemble des
fonctions ' : E �Rd �R+ ! R continues bornées telles que ~' est de classe
C1 en t, avec @t ~' continue bornée.

Remarquons que, si ' est de classe C1 et bornée, il en est alors de même
pour ~' avec

@t ~'(i; g(i; x;�s); s) = @t'(i; x; s) + v (i; x) � r' (i; x; s)

pour tout (i; x; s) 2 E �Rd �R+. Ceci nous amène à la notation suivante :
pour ' 2 Cb(d;E;v), on note @t;v' la fonction continue bornée dé�nie par

@t;v'(i; x; s) = @t ~'(i; g(i; x;�s); s) (5.7)

pour tout (i; x; s) 2 E � Rd � R+.
Nous montrons alors que le résultat de la Proposition 5.2 s�étend aux

fonctions ' de Cb(d;E;v) :

Proposition 5.4 Si P : R+ ! P(E � Rd) véri�e (5:4) pour toute f 2 D0,
la mesure m(i;dx;ds) = P (s) (i;dx) ds véri�e alors m(E�Rd� [0; T ]) <1
pour tout T 2 R+ etZ
R+

X
i2E

Z
Rd

X
j2E

a(i; j; x)

�Z
Rd
'(j; y; s)�(i;j;x)(dy)� '(i; x; s)

�
m(i;dx;ds)

+

Z
R+

X
i2E

Z
Rd
@t;v'(i; x; s)m(i;dx;ds) +

X
i2E

Z
Rd
'(i; x; 0) �0(i;dx)

= 0

pour toute fonction ' 2 Cb(d;E;v) telle qu�il existe T > 0 pour lequel
'(�; �; t) = 0 pour tout t > T .

Pour ce faire, on étend tout d�abord le résultat de la Proposition 5.2
aux fonctions ' de Cb(d;E;v) qui sont lipschitziennes et à support com-
pact, puis à toutes les fonctions ' de Cb(d;E;v), en utilisant des fonctions
régularisantes.

Pour la di¤érence ~m(i; dx;ds) = ~P (s) (i;dx) ds, nous savons maintenant
que (5:6) est véri�ée pour toutes les fonctions  de la forme

 (i; x; s) =
X
j2E

a(i; j; x)

�Z
Rd
'(j; y; s)�(i;j;x)(dy)� '(i; x; s)

�
+@t;v'(i; x; s)

où ' 2 Cb(d;E;v) est telle qu�il existe T > 0 pour lequel '(�; �; t) = 0 pour
tout t > T .

Nous montrons ensuite que toute application  2 C1c (Rd � R+)E peut
se mettre sous une telle forme. Pour ce faire, nous remarquons que, grâce à
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(5:7), cela revient à montrer que, pour toute  2 C1c (Rd �R+)E , il existe ~'
telle que

@s ~'(i; ~x; s)

=  (i; g(i; ~x; s); s)

�
X
j2E

a(i; j; g(i; ~x; s))

�Z
Rd
~'(j; g(i; y;�s); s)�(i;j;g(i;~x;s))(dy)� ~'(i; ~x; s)

�
pour tout (i; ~x; s) 2 E � Rd � R+, avec ~'(�; �; T ) = 0 où T est tel que

 (�; �; t) = 0 pour tout t > T . Cette équation est de la forme

@s ~'(i; ~x; s) = R( ~'; s)(i; ~x)

et on conclut ensuite sur l�existence de ~' à l�aide d�un théorème de Cauchy-
Lipschitz sur un espace fonctionnel.

Il reste alors à conclure : pour la di¤érence ~m(i; dx;ds) = ~P (s) (i;dx) ds,
nous savons maintenant que (5:6) est véri�ée pour toute  2 C1c (Rd�R+)E .
On en déduit que ~P (s) (i;dx) est nulle ds presque sûrement, et donc pour
tout s, grâce à un argument de continuité.

En résumé, nous avons maintenant à notre disposition le résultat suivant,
qui caractérise la loi marginale �t (�;dx) d�un PDMP :

Théorème 5.5 Sous les hypothèses H1, l�application P dé�nie par
P (t) (�;dx) = �t (�;dx) pour tout t � 0 est l�unique solution faible des équa-
tions de Chapman-Kolmogorov sur D0, au sens où c�est l�unique application
P : R+ ! P(E � Rd) qui véri�e (5:4) pour toute f 2 D0.

Remarquons que dans la Proposition 5.2, il su¢ t que P véri�e (5:4)
pour toute f de classe C1 sur E � Rd et à support compact (f 2 C1c (Rd)E)
pour pouvoir conclure. Le reste s�étend sans aucune di¢ culté de sorte que
(�t (�; dx))t�0 apparaît alors comme l�unique famille de probabilités solution
de (5:4) pour toute f 2 C1c (Rd)E , c�est-à-dire l�unique solution faible des
équations de Chapman-Kolmogorov sur C1c (Rd)E . C�est cette caractérisation
que nous utilisons par la suite.

5.4 Schéma de volumes �nis explicite

[P8] C. Cocozza-Thivent, R. Eymard, S. Mercier (2006) A �nite volume
scheme for dynamic reliability models, IMA Journal of Numerical Ana-
lysis, 26(3), pp. 446-471.

Partant des équations de Chapman-Kolmogorov, nous nous proposons
maintenant d�approcher la loi marginale �t (�;dx) d�un PDMP par une mé-
thode de volumes �nis explicite. Le schéma proposé, ainsi que la démons-
tration de sa convergence, reposent essentiellement sur ces équations, dont
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nous savons, d�après le paragraphe précédent, que �t (�;dx) est l�unique so-
lution faible sur C1c (Rd)E . Pour mieux comprendre le contexte, nous nous
plaçons, uniquement pour cette introduction, dans le cas où �0 (�;dy) et
�(i;j;x) (dy) sont des mesures à densité, �0(i;dx) = u0(i; x) dx et �(i;j;x)(dy)
= mi;j;x (y) dy. Dans ce cas, on peut véri�er que �t (�;dx) est aussi une
mesure à densité, �t(i; dx) = u(i; x; t) dx avec (i; x) 7�! u(i; x; t) intégrable
pour tout t. Les équations de Chapman-Kolmogorov s�écrivent alors (au
moins formellement) sous la forme forte suivante :

@u

@t
(i; x; t) + div(u(i; x; t)v(i; x))

=
X
j2E

Z
Rd
a(j; i; y)u(j; y; t)mj;i;y (x) dy � u(i; x; t)b(i; x); (5.8)

avec u(i; x; 0) = u0(i; x), pour presque tout x 2 Rd, tout t 2 R+ et tout
i 2 E.

Dans le vocabulaire de l�analyse numérique, les équations (5:8) sont des
équations di¤érentielles partielles de type hyperbolique linéaire, couplées
par leur second membre. Contrairement au cadre usuel d�étude pour ce type
d�équations, où les fonctions sont généralement intégrables (L1) et bornées
(L1), les solutions sont ici des densités de probabilités, c�est-à-dire des fonc-
tions certes intégrables mais pas nécessairement bornées. Ce cadre inhabituel
nécessite l�emploi de techniques nouvelles pour l�étude de schémas associés à
ce type d�équations. Ainsi, la relative compacité dans L1 d�une famille bor-
née de solutions approchées qui est habituellement utilisée, correspond ici à
la relative compacité d�une famille de probabilités, ce qui implique de mon-
trer qu�elle est tendue pour permettre des passages à la limite. Ceci s�avère
assez technique (voir détails plus loin). De la même façon, les démonstrations
usuelles reposent sur des inégalités de type BV (Bounded Variation) faibles,
qu�il semble impossible d�obtenir ici dans un cadre général. Ceci nous amène
à un résultat de convergence sous une condition du type "pas d�espace"/"pas
de temps" qui tend vers zéro (ainsi que le pas de temps), alors que les condi-
tions usuelles, appelées conditions CFL (Courant�Friedrichs�Lewy), sont du
type inverse, à savoir "pas de temps"/"pas d�espace" borné. Ceci constitue
une di¤érence essentielle entre le cadre probabiliste de ce papier et le cadre
usuel.

Nous commençons par présenter le schéma de volumes �nis étudié, puis
nous esquissons quelques mots sur la démonstration de sa convergence. Dans
tout le paragraphe, un maillage admissible de Rd est une partition M de
Rd, formée de boréliens tels que :

� m(K) :=
R
K dx > 0 pour tout K 2M,

� sup
K2M

diam(K) < +1 où diam(K) = sup
f(x;y)2K2g

jx� yj.
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Pour un maillage admissibleM, on note alors hM := sup
K2M

diam(K).

Etant donnés un réel �t > 0 et un maillage admissible M de Rd, le
but du schéma numérique proposé est de construire une approximation
PM;�t
t (�; x) dx de la mesure �t(�;dx), avec une densité PM;�t

t (�; x) constante
sur chaque fig � [n �t; (n+ 1) �t[�K :

PM;�t
t (i; x) := p(i;K)n (5.9)

pour tout (i; x; t) 2 E �K � [n �t; (n+ 1) �t[, tout K 2M et tout n 2 N.
Pour cela, on construit la famille

�
p
(i;K)
n

�
(i;n;K)2E�N�M

récursivement

sur n. On initialise le schéma par :

m(K) p
(i;K)
0 =

Z
K
�0(i;dx) (5.10)

pour tout (i;K) 2 E �M.
A�n de transcrire la partie "transport" des équations de Chapman-

Kolmogorov (5:4), nous introduisons les notations suivantes : on pose

m
(i)
KL =

Z
fy2L=g(i;y;�t)2Kg

dy

m(K)ep(i;K)n =
X
L2M

m
(i)
KL p

(i;L)
n

pour tout (i;K; L) 2 E �M2.
La quantité m(K)ep(i;K)n représente la masse totale de probabilité qui

arrive dans la maille (i;K) à l�instant (n+ 1) �t par transport le long des
trajectoires en un pas de temps �t.

Pour la partie "saut" des équations CK, nous notons :

m(L)a
(ij)
KL =

Z
L
a(j; i; y)

Z
K
�(j; i; y)(dx)dy

m(K)b
(i)
K =

Z
K
b(i; x)dx

pour tout (i; j;K; L) 2 E2 �M2.
a
(ij)
KL représente de taux de transition de la maille (j; L) vers la maille

(i;K) et b(i)K représente le taux de sortie de la maille (i;K).

Le schéma considéré est de type décentré amont et s�écrit

m(K) p
(i;K)
n+1 =

1

�t b
(i)
K + 1

m(K)ep(i;K)n + �t
X
j2E

X
L2M

a
(ij)
KL

�t b
(j)
L + 1

m(L)ep(j;L)n

(5.11)
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pour tout (i;K; n) 2 E �M� N.

D�un point de vue probabiliste, 1

�t b
(i)
K +1

représente la probabilité (appro-

chée) qu�il n�y ait pas de saut sur [n �t; (n+ 1) �t[, et �t a
(ij)
KL

�t b
(j)
L +1

représente la

probabilité qu�il y ait un saut de (j; L) vers (i;K).
Notons que dans ce schéma, nous considérons qu�il y a d�abord dépla-

cement de la masse sur [n �t; (n+ 1) �t[ puis saut éventuel (instantané) à
l�instant (n+ 1) �t. On aurait aussi pu envisager le contraire, à savoir saut
en début de période puis déplacement de la masse.

Une propriété importante de ce schéma est qu�il est conservatif, c�est-à-
dire que, à chaque pas de temps, l�approximation construite correspond à
une mesure de probabilité :X

i2E

Z
Rd
PM;�t
t (�; x) dx =

X
i2E

X
K2M

m(K) p(i;K)n = 1 (5.12)

pour tout n 2 N. Ceci est une conséquence immédiate du fait queX
i2E

X
K2M

a
(ij)
KL = b

(j)
L

pour tout (j; L) 2 E �M.

Notons que d�un point de vue applicatif, une fois la famille�
p
(i;K)
n

�
(i;n;K)2E�N�M

construite selon (5:10� 5:11), il est alors aisé de cal-
culer des valeurs approchées des quantités d�intérêt, à savoir E�0 (f (It; Xt))
ou
R t
0 E�0 (f (Is; Xs)) ds, en utilisant

E�0 (f (It; Xt)) =
X
i2E

Z
Rd
f (i; x) �t (i;dx)

'
X
i2E

Z
Rd
f (i; x) PM;�t

t (i; x) dx

=
X
i2E

X
K2M

m(K)f
(i;K)

p(i;K)n

où

f
(i;K)

=
1

m(K)

Z
K
f (i; x) dx (5.13)

représente la valeur moyenne de f sur la maille (i;K).

Nous nous intéressons maintenant à la convergence du schéma, et nous
énonçons notre résultat principal :
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Théorème 5.6 Sous les hypothèses H1, soit (Mm; �tm)m2N une suite for-
mée de maillages admissibles et de pas de temps (�tm > 0) telle que �tm ! 0

et hMm
�tm

! 0 quand m!1. Pour m 2 N, soit PMm;�tm
t (�; x) dx la probabilité

approchée dé�nie par (5:9) et le schéma (5:10� 5:11), associée à (Mm; �tm).

Alors, pour tout t 2 R+, la suite de probabilités
�
PMm;�tm
t (�; x) dx

�
m2N

converge faiblement vers une mesure de probabilités sur E � Rd, notée
�(t)(�;dx). De plus, la famille (�(t)(�;dx))t2R+ est l�unique solution faible
des équations de Chapman-Kolmogorov sur C1c (Rd)E, c�est-à-dire la loi du
PDMP associé.

La première étape pour démontrer ce résultat consiste à montrer la

tension de la famille de probabilité
�
PMm;�tm
t (�; x) dx

�
m2N;t2[0;T [

pour tout

T > 0, qui est énoncée dans le lemme suivant, où les indices m de (M; �t)
ont été enlevés pour plus de lisibilité :

Lemme 5.7 Sous les hypothèses H1, soient � > 0 et T > 0 �xés. Soient
aussi M un maillage admissible et �t > 0 tels que � > hM=�t et T > �t.
Soient (p(i;K)n )i2E;n2N;K2M la solution du schéma (5:10� 5:11) associée à
(M; �t). Alors, pour tout " > 0, il existe R > 0 ne dépendant que de ", T ,
V1, V2, ka (i; j; �)k1, CardE, �0, � et �, tels queX

i2E

Z
B(0;R)

PM;�t
t (i; x)dx > 1� " (5.14)

pour tout n tel que n�t � T , où B(0; R) représente la boule fermée de Rd
de centre 0 et de rayon R. En d�autres termes, la famille de probabilités�
PM;�t
t (�; x)dx

�
f(t;M;�t):hM=�t<�;0<t;�t<Tg

est tendue.

Pour obtenir ce résultat, il nous faut montrer l�existence de R indépen-
dant de (n;M; �t) tel que X

fK2M:K�RdnB(0;R)g

X
i2E

m(K)p(i;K)n � "

pour tout n tel que n�t � T , le problème étant le contrôle de la propaga-
tion de la masse de probabilités, d�une part lors des sauts, d�autre part par
transport.

Pour ce faire, on construit une famille
�
R
(k)
n

�
k2N;n2N

par double récur-

rence, de la façon suivante : on choisit tout d�abord R(0)0 tel queX
n
K2M:K�RdnB

�
0;R

(0)
0

�o
X
i2E

m(K)p
(i;K)
0 � "
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En supposant R(k)n connu, on construit ensuite R(k)n+1 de façon à contrôler
la propagation de la masse par transport en un pas de temps : on choisit

ainsi R(k)n+1 tel que R
(k)
n � R

(k)
n+1 et tel que, si x 2 B

�
0; R

(k)
n + ��t

�
, alors

g (i; x; �t) 2 B
�
0; R

(k)
n+1

�
pour tout i 2 E.

On montre ensuite l�existence de �R(k), indépendant de (n;M; �t) tel que
R
(k)
n � �R(k) < +1 pour tous (n;M; �t).

On construit alors R(k+1)0 de telle sorte que, si y 2 B
�
0; �R(k) + �T

�
, alorsR

RdnB
�
0;R

(k+1)
0

� �(j;i;y)(dx) � " pour tous i; j 2 E, ce qui permet de contrôler
la propagation de la masse lors des sauts. Cette étape est basée sur la tension
de la famille

�
�(i;j;x)(dy)

	
x2B(0;R), qui est une conséquence de l�hypothèse

sur � dans H1.
La double suite

�
R
(k)
n

�
k2N;n2N

étant construite, on pose ensuite

q(k)n =
X

n
K2M:K�RdnB

�
0;R

(k)
n

�o
X
i2E

m(K)p(i;K)n

pour tous (n; k) 2 N2 et on montre, à l�aide du schéma, que

q
(k)
n+1 �

1

�tB + 1
q(k)n +

�tB

�tB + 1
q(k�1)n + �tB"

pour tous (n; k) 2 N2. On en déduit l�existence de k0 indépendant de
(n;M; �t) tel que q(k0)n < C" pour tous n tel que 0 � n�t � T , où C est
une constante indépendante de (n;M; �t).

Comme �R(k0) � R
(k0)
n , le rayon R = �R(k0) répond alors au problème

posé et permet de conclure quant à la tension de la famille de probabilités
considérée.

Nous revenons maintenant au Théorème 5.6, dont nous esquissons les
principales étapes de démonstration : étant donnée une suite de réels po-
sitifs (tp)p2N dense dans R+, grâce à la tension et au Théorème de Proho-
rov, pour chaque p 2 N, on peut extraire de (Mm; �tm)m2N une sous-suite�
M�p(k); �t�p(k)

�
k2N telle que

�
P
M�p(k);�t�p(k)
tp (�; x) dx

�
k2N

converge faible-

ment vers une mesure de probabilités. Grâce à un procédé diagonal, on
construit alors une sous-suite

�
M�(k); �t�(k)

�
k2N de (Mm; �tm)m2N, telle que�

P
M�(k);�t�(k)
tp (�; x) dx

�
k2N

converge faiblement pour tout p 2 N.

On montre ensuite que, pour toute  2 C1c
�
Rd
�E

et tout t > 0, la

suite
�P

i2E
R
Rd  (i; x) P

M�(k);�t�(k)
t (i; x) dx

�
k2N

est de Cauchy, de sorte

que
�
P
M�(k);�t�(k)
t (�; x) dx

�
k2N

converge faiblement vers une probabilité
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�(t)(�;dx) pour tout t � 0. Notons que cette étape nécessite des résultats
préliminaires que nous ne détaillons pas ici, ainsi que la tension.

Nous savons maintenant que la suite
�
PMm;�tm
t (�; x) dx

�
m2N

possède une

sous-suite qui converge faiblement vers une probabilité �(t)(�;dx) pour tout
t � 0. Il s�agit alors de montrer que toutes les sous-suites faiblement conver-
gentes convergent vers la même limite. Pour ce faire, nous montrons que la li-
mite �(t)(�;dx) véri�e les équations de Chapman-Kolmogorov sur C1c

�
Rd
�E
,

ce qui permettra de conclure par unicité de la solution. Nous partons pour
cela du schéma numérique et d�une fonction test ' 2 C1c (Rd)E , et pour sim-
pli�er l�écriture, nous notons maintenant (Mm; �tm) sous la forme (M; �t).

On multiplie (5:11) par '(i;K) (dé�ni comme f
(i;K)

, cf (5:13)) et on somme
sur i 2 E, K 2 M et sur n entre n1 et n2 � 1 (ou entre 0 et n � 1). Le
résultat obtenu se met sous la forme

�TM;�t
1 ('; t1; t2) + T

M;�t
2 ('; t1; t2)� TM;�t

3 ('; t1; t2) = 0 (5.15)

avec

TM;�t
1 ('; t1; t2) =

X
i2E

n2�1X
n=n1

X
K2M

m(K) ep(i;K)n

�t b
(i)
K

�t b
(i)
K + 1

'(i;K);

TM;�t
2 ('; t1; t2) =

X
i2E

n2�1X
n=n1

X
K2M

�t
X
j2E

X
L2M

a
(ij)
KL

m(L)ep(j;L)n

�t b
(j)
L + 1

'(i;K);

TM;�t
3 ('; t1; t2) =

X
i2E

n2�1X
n=n1

X
K2M

h
m(K) p

(i;K)
n+1 �m(K) ep(i;K)n

i
'(i;K):

Pour i 2 f1; 2; 3g, le terme TM;�t
i ('; t1; t2) est proche du terme

SM;�t
i ('; t1; t2) dé�ni par :

SM;�t
1 ('; t1; t2) =

X
i2E

Z t2

t1

Z
Rd
b(i; x)'(i; x)PM;�t

t (i; x) dxdt;

SM;�t
2 ('; t1; t2) =

X
i2E

Z t2

t1

Z
Rd

X
j2E

a(i; j; x)

�Z
'(j; y)�(i; j; x)(dy)

�
� PM;�t

t (i; x) dxdt;

SM;�t
3 ('; t1; t2) =

X
i2E

[�
R t2
t1

R
Rd v(i; x) � r'(i; x)P

M;�t
t (i; x) dxdt

�
R
Rd '(i; x)P

M;�t
t1

(i; x) dx+
R
Rd '(i; x)P

M;�t
t2

(i; x) dx]:
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Plus précisément, nous montrons dans [P8] que

lim
�t!0;hM���t

�
TM;�t
1 ('; t1; t2)� SM;�t

1 ('; t1; t2)
�

= lim
�t!0;hM���t

�
TM;�t
2 ('; t1; t2)� SM;�t

2 ('; t1; t2)
�

= lim
�t!0;hM=�t!0

�
TM;�t
3 ('; t1; t2)� SM;�t

3 ('; t1; t2)
�

= 0 (5.16)

Remarquons que seul le dernier terme, dû au transport, nécessite
hM=�t! 0.

En revenant maintenant à la suite
�
PMm;�tm
t (�; x) dx

�
m2N

, dont on sait

qu�elle converge faiblement vers �(t)(�;dx), en faisant tendre m vers +1
dans (5:15) et en utilisant les résultats de (5:16), on montre alors que
(�(t)(i; dx))t2R+ véri�e les équations de Chapman-Kolmogorov pour ' 2
C1c (Rd)E , ce qui permet de conclure.

La convergence du schéma étant établie, nous nous sommes ensuite at-
tachés à regarder son e¢ cacité sur un exemple, issu de (Labeau, 1996). Cet
exemple est traité dans [P8], mais aussi dans [CI9], et ce, de façon un peu
plus précise. Son intérêt est que l�on dispose pour cet exemple de formules
analytiques pour les lois marginales du PDMP sous-jacent, ce qui permet
de véri�er la qualité des résultats numériques obtenus. Par ailleurs, on dis-
pose aussi des résultats obtenus par simulations de Monte-Carlo par Pierre-
Etienne Labeau, ce qui permet de comparer la méthode de volumes �nis
présentée ici avec celle qui est la plus communément utilisée. Les perfor-
mances de la méthode de volumes �nis observées sur cet exemple semblent
bonnes, tant d�un point de vue résultats que d�un point de vue temps de
calcul.

Cependant, d�autres tests, e¤ectués sur d�autres exemples, montrent que
le schéma explicite présenté ici perd en précision lorsque l�on se rapproche du
régime asymptotique, ainsi que nous l�avions observé à la �n du paragraphe
4.3 pour le schéma présenté dans (Cocozza-Thivent et Eymard, 2004b) dans
un cadre semi-markovien. Par ailleurs, la condition hM=�t ! 0 nécessaire
ici à la convergence du schéma peut se révéler restrictive en pratique. Ceci
nous a amené à regarder d�autres schémas, cette fois-ci de type implicite.

5.5 Schéma de volumes �nis implicite

[P13] Robert Eymard, Sophie Mercier, Alain Prignet (2008) An implicit
�nite volume scheme for a scalar hyperbolic problem with measure
data related to piecewise deterministic Markov processes, Journal of
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of Computational and Applied Mathematics, available online 1 Nov.
2007.

Nous présentons maintenant un schéma de type volumes �nis implicite,
qui fournit une nouvelle façon d�approcher la loi marginale �t (�;dx) d�un
PDMP. A�n de clari�er la présentation, nous nous plaçons ici dans le cas
particulier où E est réduit à un singleton. La partie discrète It du PDMP est
alors constante et par conséquent inutile. Un tel PDMP est appelé "Markov
Growth-Collapse process" (GCP) dans la littérature (Boxma et al., 2006).
Typiquement, un GCP décrit l�évolution d�une quantité, par exemple la taille
d�une �le d�attente, avec des phases successives de croissance déterministe
(Growth) et d�e¤ondrement (Collapse) instantané. Plus généralement, un
GCP est un PDMP (Xt)t�0 qui saute avec un taux � (Xt), la loi de Xt juste
après un saut à l�instant t étant une fonction �Xt� . L�évolution d�un GCP
est typique d�un PDMP et l�extension des résultats présentés ici aux PDMP
est immédiate, voir [P13, §6].

Comme pour le schéma de type explicite, le schéma implicite présenté ici,
ainsi que la démonstration de sa convergence, reposent sur la caractérisation
de la loi marginale �t (dx) d�un GCP comme unique solution de l�équation de
Chapman-Kolmogorov sur C1c (Rd) (pour un GCP, il n�y en a plus qu�une),
qui s�écrit ici :Z

Rd
'(x)�t (dx)�

Z
Rd
'(x)�0(dx)�

Z t

0

Z
Rd
(v(x) � r'(x))�s(dx) ds

=

Z t

0

Z
Rd
�(x)

�Z
Rd
'(y)�x(dy)� '(x)

�
�t (dx) ds (5.17)

pour tout t 2 R+, toute ' 2 C1c (Rd).

Après avoir écrit un premier schéma implicite de type décentré amont
classique pour cette équation, nous nous sommes aperçus, en étudiant la
convergence de ce schéma, que nous avions besoin pour conclure, de résultats
du type

8R; T > 0; lim
hM!0

hM �
Z T

0
jPM;�t
t (x)jBV (B(0;R))dt = 0; (5.18)

où PM;�t
t (x) dx représente l�approximation de �t (dx) fournie par le schéma

et où, pour une fonction v : Rd ! R et un ensemble 
 � Rd, on note
jvjBV (
) la semi-norme BV de v sur 
 dé�nie par

jvjBV (
) = sup
�Z

Rd
v(x) div'(x)dx; avec ' 2 C1(Rd) à support compact,

k'k1 � 1; '(x) = 0 pour tout x 2 Rd n 

o
:
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Malheureusement, comme pour le schéma explicite, les papiers antérieurs
montrant ce type de résultats, cf (Champier et al., 1993) ou
(Eymard et al., 1995) par exemple, ne s�appliquent pas au cadre L1 de notre
étude. A�n de montrer (5:18), nous avons alors développé une nouvelle in-
égalité de type BV-faible, de la forme :Z T

0
jPM;�t
t (x)jBV (B(0;R))dt �

C

h
1=q
M

; (5.19)

pour un 1 < q < 2, à partir de laquelle (5:18) se déduit aisément. Pour mon-
trer cette inégalité, nous utilisons des techniques inspirées de
(Droniou et al., 2003) et de (Gallouët et Herbin, 1999), ainsi que de
(Boccardo et Gallouët, 1989) et (Boccardo et al., 1993), qui ne fonctionnent
cependant pas pour un schéma de type décentré amont classique, nécessi-
tant un terme de viscosité. (Ces techniques ne fonctionnent donc pas pour
le schéma explicite présenté précédemment). Ces remarques nous ont amené
à considérer un schéma intermédiaire entre un schéma décentré amont et un
schéma de Lax-Friedrichs modi�é, qui comprend quant à lui un terme de
viscosité. Ce schéma est donné un peu plus loin.

Grâce à l�inégalité BV-faible, le résultat de convergence obtenu ici est
valide dès que les pas de temps et d�espace tendent vers 0, sans aucune
condition de type CFL ou CFL inverse. Par ailleurs, cette inégalité BV-
faible est indépendante du schéma et peut être utilisée telle quelle dans
d�autres contextes, comme pour l�étude de schémas de volumes �nis pour
des équations hyperboliques sur R, linéaires ou pas, avec une donnée initiale
dans L1.

La démonstration de l�inégalité BV-faible est le point le plus technique de
ce travail, ainsi que la partie qui consiste à montrer que l�on peut appliquer
cette inégalité à la solution du schéma. Un autre point technique est, dans
une moindre mesure, l�étude de la tension de la famille de lois approchées,
que nous obtenons ici par une approche di¤érente de celle adoptée pour le
schéma explicite.

Ces quelques points étant spéci�és, nous présentons maintenant le schéma
étudié et précisons tout d�abord nos hypothèses de travail (H01) :

� �0 est une mesure de probabilités sur Rd,

� la fonction de taux � : Rd ! R+ est continue et bornée par � = k�k1,

� la fonction � : Rd ! P(Rd) est telle que, pour toute  2 Cb(Rd), la
fonction x 7!

R
Rd  (y)�x(dy) est continue (bornée) de R

d dans R,

� la vitesse v : Rd ! Rd est Lipschitz continue et bornée par V =
kvk1 > 0.
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Ces hypothèses correspondent aux hypothèses H1 adaptées au cas d�un
GCP, mis à part pour la vitesse v, où les hypothèses sont un peu plus fortes
dans H01 que dans H1.

Dans tout ce paragraphe, un maillage admissible de Rd est admissible au
sens du paragraphe précédent, et véri�e en plus les conditions de régularité
suivantes :

1. Pour tout K 2M, l�intérieur de K est un ouvert convexe de Rd.

2. Pour tout K 2M, on note @K la frontière de K et, pour tout L 2M,
on note KjL = @K \ @L. Alors, pour tout K 2M, il existe NK �M
tel que K =2 NK et tel que @K =

S
L2NK KjL. De plus, pour L 2 NK ,

la face KjL est incluse dans un hyperplan de Rd, et a une mesure
N�1 dimensionnelle égale à m(KjL). On note nKL le vecteur unitaire
normal à la face KjL, orienté de K vers L.

3. Il existe C1 � 1 tel que
1

C1
hM

X
L2NK

m(KjL) � m(K) � C1 hM
X
L2NK

m(KjL)

1

C1
hM � diam(K) � hM

1

C1
hdM � m(K) � C1 h

d
M

pour tout K 2M. On note CM la plus petite constante qui véri�e ces
trois inégalités pour tout K 2M.

Soit M un maillage admissible de Rd au sens précédent. Pour un tel
maillage, on note

vK;L =
1

m(KjL)

Z
KjL

v(x) � nKL ds(x) (5.20)

pour tout K 2 M et tout L 2 NK , où ds(x) représente la mesure N � 1
dimensionnelle sur KjL.

Soit " 2 [0; V ] �xé (où l�on rappelle que V = kvk1, cf H01). On note
alors

wK;L = max(jvK;Lj; ") (5.21)

pour tout K 2M et tout L 2 NK .
Comme précédemment, on note aussi :

�K =
1

m(K)

Z
K
� (x) dx

aK;L =
1

m(K)

Z
K
�(x)

�Z
L
�x (dy)

�
dx
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pour tous (K;L) 2 M2, où
P
L2M aK;L = �K pour tout K 2 M. (Les

indices K et L sont inversés par rapport à la section précédente).

Etant donné un pas de temps �t > 0, le schéma s�écrit alors :

u
(0)
K =

1

m(K)

Z
K
d�ini(x) (5.22)

pour tout K 2M et

m(K)(u
(n+1)
K � u(n)K )

+ �t
X
L2NK

m(KjL)
 
vK;L

u
(n+1)
K + u

(n+1)
L

2
+
wK;L
2
(u
(n+1)
K � u(n+1)L )

!
= ��t m(K)�Ku(n+1)K + �t

X
L2M

m(L)aL;Ku
(n+1)
L (5.23)

pour tout (n;K) 2 N�M.

Lorsque " est égal à 0, on obtient un schéma décentré amont classique.
Pour " > 0 et jvK;Lj � " pour tout (K;L) , on obtient un schéma de Lax-
Friedrichs modi�é, avec un terme de viscosité non évanescent.

La di¤usion due au terme de viscosité peut s�observer sur l�exemple très
simple suivant : on considère un GCP (Xt)t�0 qui ne saute jamais (� (x) =
0), tel que X0 suit la loi uniforme sur [�1; 0[ et tel que la vitesse v est donnée
par

v (x) =

8<:
1 si x < �1
�x si � 1 � x < +1
�1 si x � +1

Il est facile de voir que, dans cet exemple, Xt suit la loi uniforme sur
[�e�t; 0[, c�est-à-dire que �t (dx) = 1[�e�t;0[ (x) et dx.

On prend M = f[kh; (k + 1)h[, k 2 Zg avec h = hM = 10�3 et �t =
10�3. Les densités exactes et approchées sont tracées sur les �gures 5.2 et
5.3 (voir page suivante) pour t = 1; 2; 3, avec respectivement " = 0 et " = 0:1.

La �gure 5.2 correspond à un schéma décentré amont classique pour
lequel toute la masse de probabilités est concentrée sur [�1; 0[. Sur la �gure
5.3, on observe au contraire de la di¤usion autour de 0, située dans la bande
[�"; "], qui provient du fait que, dans cette bande, on a jvK;Lj � " et donc
wK;L = ".

Nous abordons maintenant l�étude du schéma et indiquons quelques
points clés pour montrer sa convergence. La première étape consiste tout
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Fig. 5.3 �Densités exacte et approchée , cas " = 0:1
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d�abord à montrer que (5:22� 5:23) dé�nit bien une unique famille�
u
(n)
K

�
(n;K)2N�M

, ce qui se fait récursivement sur n, à l�aide d�un théorème

de point �xe sur l�espace de Banach L1 = f(uK)K2M tel queP
K2Mm(K) juK j < +1g. On véri�e aussi que le schéma est conservatif

et que, pour tout t � 0, la mesure PM;�t
t (x) dx (dé�nie de la même façon

que PM;�t
t (�; x) dx dans (5:9)) est une mesure de probabilités.

Le premier point clé pour l�étude de la convergence du schéma est, comme
nous l�avons dit précédemment, l�inégalité BV-faible (5:19), qui s�écrit sous
la forme suivante :

Lemme 5.8 (Inégalité BV faible) Soit d 2 N? et M un maillage ad-
missible de Rd (au sens dé�ni au début de ce paragraphe). Si d � 2, soient
q 2]1; d+2d+1 [ �xé et m := [(2�q) (d+ 1) =d]�1 > 0. Si d = 1, soient q 2]1;

p
2[

et m 2]0; 2�q
2

q [. Soit aussi (bu(n)K )K2M;n2N une famille de réels positifs tels

que
P
K2Mm(K)bu(n)K � 1 pour tout n 2 N et telle qu�il existe R > 0 pour

lequel bu(n)K = 0 pour tout n 2 N et tout K 2 M tel que K 6� B(0; R). Soit
T > 0 et �t > 0 �xés et soient

T1 = �t

bT=�tcX
n=0

X
K2M

X
L2NK

m(KjL) (bu(n+1)K � bu(n+1)L )2

(1 + max(bu(n+1)K ; bu(n+1)L ))m+1
(5.24)

et

T2 = �t

bT=�tcX
n=0

X
K2M

X
L2NK

m(KjL)
���bu(n+1)K � bu(n+1)L

���
=
�t

2

bT=�tcX
n=0

���bu(n+1)���
BV (Rd)

où bu(n+1) (x) = bu(n+1)K pour presque tout x 2 K et tout (K;n) 2 M � N.
Soient C1 tel que CM � C1 et C2 tel que max (hM; �t) < C2. Supposons qu�il
existe C3 tel que T1 � C3. Il existe alors C4, qui ne dépend que de d, R, T ,
q, m, C1, C2 et C3 tel que :

T2 � C4 h
�1=q
M : (5.25)

La démonstration de ce lemme repose sur di¤érentes majorations et uti-
lisations de l�inégalité de Hölder, que nous ne détaillons pas ici. Signalons
simplement que le principe général consiste à montrer que

T3 = h2�qM

bT=�tcX
n=0

�t
X
K2M

X
L2NK

m(KjL)jbu(n+1)K � bu(n+1)L jq

Sophie Mercier



5.5. SCHÉMA DE VOLUMES FINIS IMPLICITE 89

est borné indépendamment de hM et reprend des idées de
(Boccardo et Gallouët, 1989) et de (Boccardo et al., 1993). Au cours de la
démonstration, nous utilisons (et démontrons) aussi des inégalités de So-
bolev, avec des énoncés et des démonstrations un peu di¤érentes selon que
d � 2 ou d = 1. Nous énonçons ici le résultat utilisé pour d � 2 :

Lemme 5.9 (Inégalité de Sobolev discrète, cas d � 2) Soient d 2 N?
tel que d � 2 etM un maillage admissible de Rd. Soit (buK)K2M une famille
de réels telle que le nombre de K 2 M pour lequel buK 6= 0 est �ni. Soient
q 2]1; d[ et C1 > CM donnés. Alors, il existe C5, ne dépendant que de d, q
et C1, telle que : X

K2M
m(K)jbuK jq?!1=q

?

� C5

h
1� 1

q

M

0@ X
K2M

X
L2NK

m(KjL) jbuK � buLjq
1A 1

q

;

(5.26)
où q? = dq

d�q .

Une fois l�inégalité BV-faible (Lemme 5.8) établie, le deuxième point
technique consiste à montrer que l�on peut appliquer l�inégalité obtenue à la
solution du schéma. Ceci est donné par le résultat suivant :

Lemme 5.10 Supposons les hypothèses H01 véri�ées et soitM un maillage
admissible de Rd. Soient aussi m 2]0;+1[, �t > 0 et " 2]0; V ] donnés et soit
(u
(n)
K )K2M;n2N l�unique solution du schéma (5:22� 5:23). Soient R > 0 et

T > 0 donnés, et soit �(R) : R+ ! [0; 1] telle que �(R)(s) = 1 pour s 2 [0; R],
1 +R� s pour s 2 [R;R+ 1] et 0 pour s � R+ 1. On note

�
(R)
K =

1

m(K)

Z
K
�(R)(jxj)dx

et on dé�nit (bu(n)K )K2M;n2N par

bu(n)K = �
(R)
K u

(n)
K ; 8K 2M; 8n 2 N: (5.27)

Soient C1 tel que CM � C1 et C2 tel que max (hM; �t) < C2. Soit aussi T1
dé�ni par (5:24). Il existe alors une constante C3, ne dépendant que de d,
R, T , m, v, C1, �, " et C2, telle que

T1 � C3: (5.28)

Nous ne détaillons pas la démonstration de ce lemme qui utilise une
démarche similaire à celle de (Boccardo et al., 1993). C�est ce résultat qui
nécessite un terme de viscosité non évanescent dans le schéma (" > 0).

Le troisième point clé pour la convergence concerne l�étude de la tension.
Nous utilisons ici une démarche classique en probabilités, qui consiste à
utiliser une fonction de Liapounov adéquate. Son existence est donnée par
le lemme suivant :
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Lemme 5.11 Sous les hypothèses H01, il existe une fonction de Liapounov
V : Rd ! R+, et une constante C6 > 0 indépendante des données telle que :

� V est Lipschitz-continue, avec une constante de Lipschitz inférieure ou
égale à 1,

� limjxj!+1 V (x) = +1,

�
R
RN V d�0 < +1,

�
R
RN V (y) �x (dy) � V (x) + C6 pour tout x 2 Rd.

Pour montrer ce résultat, nous construisons de manière explicite une
fonction V qui convient. Cette construction repose sur la relative compacité
(ou tension) de la famille

�
�(i;j;x)(dy)

	
x2B(0;R), que nous avions déjà utilisée

pour obtenir la tension dans le cas explicite.

Une fois cette fonction V construite, nous posons

s(n) (V) =
X
K2M

m(K)u
(n)
K VK

où VK = 1
m(K)

R
K V (x) dx pour tout K 2 M. En utilisant le schéma, on

montre alors que

sup
f(n;";M;�t):0�n �t�t;0�"�V ;0<hM;�t�C2g

s(n) (V) = C7 < +1:

Comme V (x) tend vers +1 quand jxj ! +1, on sait que, pour tout � > 0,
il existe R > 0 tel que x 2 RdnB (0; R) entraîne V (x) � 1

� . Ceci entraîne
que :

�C7 � �s(n) (V) = �

Z
Rd
V (x) PM;�t

s (x)dx �
Z
RdnB(0;R)

PM;�t
s (x)dx

pour tout (n; ";M; �t; s) tel que 0 � n �t � t, 0 � " � V , 0 < hM; �t � C2,
n �t � s < (n+ 1) �t et permet de conclure quant à la tension de la famille�
PM;�t
s (x)dx

�
f(s;";M;�t):0�s�t;0�"�V ;0<hM;�t�C2g

.

Une fois ces points techniques établis, le principe général de la démons-
tration de la convergence du schéma implicite est similaire à celui donné pour
le schéma explicite et nous ne le reprenons pas. Notons cependant que, dans
l�équation de Chapman-Kolmogorov, on décompose ici le terme de transport
sous la forme :

v(x) � r'(x) = div('(x)v(x))� '(x)div (v(x)) ;
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ce qui nous amène, lorsque l�on écrit le pendant de (5:15) pour le schéma
implicite, à scinder le terme de transport en deux parties :

�t

n2�1X
n=n1

X
K2M

X
L2NK

m(KjL)
 
vK;L

u
(n+1)
K + u

(n+1)
L

2
+
wK;L
2
(u
(n+1)
K � u(n+1)L )

!
'K

= �TM;�t
4 ('; t1; t2) + T

M;�t
5 ('; t1; t2)

où

TM;�t
4 ('; t1; t2) = �t

n2�1X
n=n1

X
K2M

m(K)u
(n+1)
K DK'K

avec

DK =
1

m(K)

X
L2NK

m(KjL)vK;L =
1

m(K)

Z
K
div (v(x)) dx

pour tout K 2M et

TM;�t
5 ('; t1; t2) =

�t

2

n2�1X
n=n1

X
K2M

X
L2NK

m(KjL) (wK;L � vK;L)

� (u(n+1)K � u(n+1)L )'K :

On montre facilement que TM;�t
4 ('; t1; t2) est proche de

SM;�t
4 ('; t1; t2) =

Z t2

t1

Z
RN

'(x) div (v (x))PM;k
t (t) dx dt:

En revanche, la démonstration de la proximité de TM;�t
5 ('; t1; t2) avec

SM;�t
5 ('; t1; t2) =

Z t2

t1

Z
RN

div (' (x)v (x))uM;k (x; t) dx dt

est plus délicate et nécessite l�utilisation de l�inégalité BV-faible à deux re-
prises.

Nous pouvons �nalement énoncer le résultat de convergence qui est
donné par le théorème suivant :

Théorème 5.12 Sous les hypothèses H01, soit (Ml; �tl)l2N une suite for-
mée de maillages admissibles (Ml) et de pas de temps (�tl > 0) telle que
max (hMl

; �tl) ! 0 quand l ! 1. Pour l 2 N, soit PMl;�tl
t (x) dx la pro-

babilité approchée dé�nie par (5:9) et le schéma (5:22� 5:23), associée à
(Ml; �tl). Soit " 2]0; V ] �xé. Alors, pour tout t 2 R+, la suite de mesures de
probabilités

�
PMl;�tl
t (t) dx

�
l2N

sur Rd converge faiblement vers une mesure

de probabilités sur Rd, notée � (t) (dx). De plus, la famille (�(t)(dx))t2R+
est l�unique solution faible des équations de Chapman-Kolmogorov (5:17)
sur C1c (Rd), c�est-à-dire la loi du GCP associé.
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Comme nous l�avons déjà signalé, l�extension des résultats précédents à
un PDMP est immédiate. En particulier, le résultat de convergence pour un
PDMP est énoncé dans le paragraphe 6 de [P13].

Notons qu�un exemple est donné dans [P13] où les résultats fournis par
le schéma de volumes �nis implicite sont comparés avec ceux donnés par
simulation de Monte-Carlo, et avec des résultats asymptotiques partiels,
atteignables analytiquement. Les résultats numériques obtenus par les dif-
férentes méthodes sont parfaitement cohérents, les temps de calcul étant en
revanche clairement à l�avantage de la méthode de volumes �nis par rapport
à la simulation de Monte-Carlo.

5.6 Conclusion - Perspectives

Nous nous sommes attachés, dans ces di¤érents travaux, à évaluer la loi
marginale d�un PDMP, qui permet de calculer des quantités de la forme
E (f (It; Xt)) ou

R t
0 E (f (Is; Xs)) ds, c�est-à-dire la plupart des indicateurs

instantanés et cumulés usuels en �abilité dynamique. (Des exemples en sont
donnés au prochain chapitre). Pour ce faire, nous avons proposé et étudié
deux schémas de type volumes �nis, l�un explicite, l�autre implicite. Les deux
schémas ont été testés sur de petits exemples, et leurs résultats comparés à
ceux obtenus par simulation de Monte-Carlo. Dans les deux cas, les schémas
de type volumes �nis s�avèrent performants en terme de temps de calcul par
rapport aux méthodes de Monte-Carlo, les résultats numériques étant par
ailleurs cohérents entre eux. Les résultats fournis par les deux schémas ont
aussi été comparés, pour t grand, aux résultats analytiques asymptotiques,
lorsque ceux-ci étaient disponibles. Dans ce cadre, les résultats obtenus à
l�aide du schéma explicite montrent parfois un léger biais, contrairement
à ceux obtenus avec le schéma implicite, qui semblent converger vers les
bonnes valeurs.

En terme de temps de programmation, lorsque les e.d.o. dé�nissant les
trajectoires sont solubles explicitement, la loi du premier temps de saut T1
est alors connue explicitement, avec

P(i;x) (T1 > t) = e�
R t
0 b(i;g(i;x;s)) ds

pour tout (i; x; t) 2 E � Rd � R+. Ceci permet de faire de la simulation de
Monte-Carlo exacte (Zhang et al., 2007), qui est très simple à programmer.
Dans ce cas, le temps de développement logiciel nécessaire à la programma-
tion des méthodes de Monte-Carlo sera sans doute inférieur à celui nécessaire
aux méthodes de type volumes �nis. Dans le cas contraire, on est obligé de
discrétiser le temps et de résoudre numériquement les e.d.o., ce qui alourdit
considérablement le temps de programmation des méthodes de Monte-Carlo,
qui se rapproche alors de celui nécessaire aux méthodes de type volumes �nis.
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Notons que la programmation des schémas de type volumes �nis ne nécessite
en revanche aucune connaissance explicite des g (i; x; t) : en ce qui concerne
le schéma implicite, il est donné uniquement en fonction des champs de vi-
tesse v (i; x) ; pour le schéma explicite, le calcul numérique des m(i)KL est fait
en pratique à l�aide de l�approximation suivante :

m
(i)
KL =

Z
fy2L=g(i;y;�t)2Kg

dy '
Z
KjL

max (0;v(i; x) � nLK(x)) ds(x);

qui ne fait intervenir là encore que la vitesse v(i; x).

Si nous comparons la programmation des deux schémas proposés, celle
du schéma implicite est alourdie par la nécessité de résoudre un système
linéaire à chaque pas de temps. A ce niveau, un schéma explicite est donc
préférable. La convergence de ce schéma n�a cependant été montrée que
sous une condition de type CFL inverse forte (hM=�t ! 0), qui peut être
restrictive d�un point de vue pratique. Il serait donc intéressant de poursuivre
le travail a�n de proposer un schéma explicite qui convergerait sous des
conditions moins restrictives, et qui nécessiterait peut-être un peu moins de
temps de développement logiciel qu�un schéma implicite.
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Chapitre 6

Autres travaux en �abilité
dynamique

Mots clefs : Critères asymptotiques, Méthodes de volumes �nis, Simulation de
Monte-Carlo régénérative, Analyse de sensibilité, Equations de Chapman-Kolmogorov,
Générateur, Loi stationnaire, Convergence vers la loi stationnaire.

6.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié de façon théorique diverses
méthodes de volumes �nis permettant d�évaluer des critères instantanés ou
cumulés en �abilité dynamique. L�objectif du premier travail que nous pré-
sentons ici (§6.2) est de mettre en évidence l�intérêt pratique de telles mé-
thodes, l�idée étant de montrer à un public de type ingénieur, d�une part
comment modéliser un exemple concret à l�aide des processus de Markov dé-
terministes par morceaux, d�autre part comment évaluer numériquement les
quantités d�intérêt associées. Pour ce faire, nous considérons un cas d�étude
classique, issu du domaine pétrolier. Le système étudié est de dimension ré-
duite, mais évolue en fonction d�un contexte environnemental typique de la
�abilité dynamique. Nous modélisons ce système à l�aide d�un PDMP puis
nous calculons divers critères associés, d�une part par méthodes de volumes
�nis, d�autre part par simulation de Monte-Carlo.

Le paragraphe suivant (§6.3) est consacré à des études de sensibilité en
�abilité dynamique : les caractéristiques du PDMP sous-jacent (taux de
transition, mesures de redistribution, vitesses d�évolution) sont supposées
dépendre d�une famille de paramètres, et le problème est de comparer l�in-
�uence qu�ont ces di¤érents paramètres sur un critère �abiliste donné. Cette
in�uence est étudiée au travers des dérivées de ce critère par rapport aux
di¤érents paramètres, dont nous montrons l�existence et que nous calculons.
Les formulations obtenues sont des extensions de résultats connus pour les
processus de Markov de sauts à espace d�état �ni, et sont aisément évaluables
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à partir des schémas de volumes �nis présentés précédemment.
En�n, dans le dernier paragraphe (§6.4), nous présentons rapidement les

travaux e¤ectués par Margot Desgrouas lors de sa thèse, consacrée au com-
portement asymptotique des PDMP (Desgrouas, 2007). Cette thèse a été
co-dirigée par C. Cocozza-Thivent et par moi-même (50%) et a été soutenue
le 30 janvier 2007.

6.2 Un cas d�étude

[P10] Robert Eymard, Sophie Mercier (2008) Comparison of numerical me-
thods for the assessment of production availability of a hybrid system,
Reliability Engineering & System Safety, Volume 93, Issue 1, Jan. 2008,
pp. 169-178, available online 29 Dec. 2006.

Nous nous intéressons ici à un cas-test proposé à l�origine par la so-
ciété française Air Liquide en 2003 à un comité technique de l�ESRA (Eu-
ropean Safety and Reliability Association). Ce cas-test a depuis été étudié
à diverses reprises, cf (Labeau et Dutuit, 2004) et (Dufour et al., 2006) par
exemple. Il s�agit d�un système de production de gaz, pour lequel il faut
calculer di¤érents critères asymptotiques. Nous proposons pour notre part
deux approches di¤érentes, par méthode de volumes �nis et par simulation
de Monte-Carlo régénérative, que nous comparons.

Le système de production de gaz envisagé est composé de deux unités de
production en parallèle, chacune pouvant être en marche ou en panne. Les
taux maximaux de production de gaz pour les deux unités sont respective-
ment de �1;max et de �2;max. Le système de production a pour vocation de
produire du gaz au taux nominal �nom, avec max (�1;max; �2;max) < �nom <
�1;max+�2;max. Lorsque les deux unités sont marche, la production est répar-
tie sur les deux unités. Pour éviter de ne pas produire assez lorsqu�une unité
est en panne, on utilise un réservoir R, de capacité maximale R. Lorsqu�une
unité est en panne, on puise dans R pour compléter la production jusqu�au
taux �nom, ceci tant que R n�est pas vide. Lorsqu�une unité est en panne,
l�autre produit selon son taux maximal. Le taux de production du système
dépend alors du niveau dans R : tant que R n�est pas vide, le niveau de
production est �nom ; lorsque R est vide, si une unité est en panne, le taux
de production est le taux maximum de l�unité en marche. Si les deux unités
sont en panne et que R est vide, le taux de production est nul. Lorsqu�une
unité Ui (où i 2 f1; 2g) fonctionne à son régime nominal, son taux de panne
est �i (constant). Lorsqu�elle fonctionne à son régime maximal, son taux
de panne est �0i = 10 � �i. Sa durée de réparation suit la loi log-normale
LN (ln (�ti) ; �i) de densité lln(�ti);�i (t) et son taux de réparation est :

�i(t) = lln(�ti);�i (t) =

Z +1

t
lln(�ti);�i (s) ds

Sophie Mercier



6.2. UN CAS D�ÉTUDE 97

pour t > 0. Contrairement au cas-test initial et à [P10] qui envisagent quatre
scenarii di¤érents, nous supposons ici que, lorsque les deux unités sont en
marche et que R n�est pas plein, les unités tournent au régime maximal. Le
surplus sert alors à remplir R.

Nous modélisons ce système à l�aide d�un PDMP (It; Xt)t�0 à valeurs
dans E � V , avec V = R2+ � [0; R] et E = f(1; 1); (1; 0); (0; 1); (0; 0)g, où un
1 représente une unité en marche et un 0, une unité en panne. La variable
environnementale estXt = (X1;t; X2;t; X3;t), où, pour i 2 f1; 2g, la v.a.r. Xi;t
représente la durée passée dans son état courant par l�unité Ui (en marche
ou en panne), et où X3;t représente le volume de gaz dans le réservoir.

Pour (�; �; x) 2 E2 � V avec x = (x1; x2; x3), le taux de transition
a(�; �; x) est donné par le tableau suivant :

�n� (1; 1) (1; 0) (0; 1) (0; 0)

(1; 1)
�2 if x3 = R
�02 if x3 < R

�1 if x3 = R
�01 if x3 < R

(1; 0) �2(x2) �01
(0; 1) �1(x1) �02
(0; 0) �1(x1) �2(x2)

Pour (�; �; x) 2 E2�V , la mesure �(�;�;x) (dy) est de la forme �(�;�;x)(dy) =
�F (�;�)(x)(dy) où la fonction F

(�;�)(x) est donnée par :

�n� (1; 1) (1; 0) (0; 1) (0; 0)

(1; 1) (0; 0; x3) (0; 0; x3)

(1; 0) (0; 0; x3) (0; x2; x3)

(0; 1) (0; 0; x3) (x1; 0; x3)

(0; 0) (0; x2; x3) (x1; 0; x3)

En�n, pour (�; x) 2 E�V et x = (x1; x2; x3), la trajectoire t 7�! g (�; x; t) =
(g�1 (x; t) ; g

�
2 (x; t) ; g

�
3 (x; t)) est donnée par :

g�1 (x; t) = x1 + t

g�2 (x; t) = x2 + t

et

g
(�)
3 (x; t) =

8<:
x3 + v

(�)t si 0 � x3 + v
(�)t � R

0 si x3 + v(�)t < 0
R si x3 + v(�)t � R

avec

� (1; 1) (1; 0) (0; 1) (0; 0)

v(�) �1;max + �2;max � �nom ��nom + �1;max ��nom + �2;max ��nom
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Notons que le processus (It; Xt)t�0 ainsi dé�ni n�est pas tout-à-fait un
PDMP au sens donné au paragraphe 5.2 car g (�; x; t) n�est pas solution
d�une e.d.o.. (g (�; x; t) est de classe C1 uniquement par morceaux). En re-
vanche, la fonction g (�; x; t) véri�e la propriété de semi-groupe :

g(�; x; s+ t) = g(�; g(�; x; s); t) (6.1)

pour tous s; t � 0, ce qui permet d�a¢ rmer que (It; Xt)t�0 est un PDMP au
sens de (Jacobsen, 2006).

Le processus (It; Xt)t�0 ainsi construit est un processus régénératif, les
temps d�entrée dans l�état de marche parfaite ((1; 1) ; (0; 0; R)) délimitant les
di¤érents cycles. De plus, les cycles sont indépendants, de durée moyenne
�nie et de loi non-arithmétique. D�après la théorie du renouvellement, on
sait alors que (It; Xt)t�0 admet une unique loi stationnaire � et que, pour f
mesurable bornée :

lim
t!0+

1

t

Z t

0
f (Is; Xs) ds = �f p.s.

Les quantités d�intérêt pour l�unité de production de gaz sont :

� la disponibilité asymptotique, dé�nie comme étant la proportion asymp-
totique de temps passé en régime de production nominale, c�est-à-dire
tel que le réservoir est non vide (X3;s > 0) :

A1 = lim
t!+1

1

t

Z t

0
1fX3;s>0gds

=
X
�2E

�
�
�;R2+�]0; R]

�
p.s.

= 1�
X

�2Enf(1;1)g
�
�
�;R2+ � f0g

�
p.s.

� la disponibilité de production asymptotique, qui correspond au rapport
asymptotique entre la production réelle �t et la production nominale
�nom :

PA1 = lim
t!+1

1

t

Z t

0

�s
�nom

ds

= lim
t!+1

1

t

Z t

0

�
1fX3;s>0g +

�1;max
�nom

1fIs=(1;0) et X3;s=0g

+
�2;max
�nom

1fIs=(0;1) et X3;s=0g

�
ds

= A1 +
�1;max
�nom

�
�
(1; 0) ;R2+ � f0g

�
+
�2;max
�nom

�
�
(0; 1) ;R2+ � f0g

�
ds p.s.
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� la fréquence annuelle asymptotique de perte totale de production, qui
arrive lorsque les deux unités sont en panne et que le réservoir est
vide :

fTLP = lim
t!+1

8766

t
E
�P

0<s�t

�
1fIs=(0;0) et X3;s�>0 et X3;s=0g

+ 1fX3;s=0 et Is�2f(1;0);(0;1)g et Is=(0;0)g
��

(une année comprend approximativement 365:25� 24 = 8766 h).

� la fréquence annuelle asymptotique de perte de production nominale :

fLNP = lim
t!+1

8766

t
E

0@ X
0<s�t

1fX3;s�>0 et X3;s=0g

1A
Pour les deux dernières quantités, il ne semble pas immédiat de les expri-

mer directement à l�aide de �. En revanche, en remarquant que, en régime
stationnaire, la perte totale de production arrive avec la même fréquence que
l�évènement "on recouvre de la production" (i.e. on passe d�une production
nulle à une production non nulle), on obtient :

fTLP = lim
t!+1

8766

t
E

0@ X
0<s�t

1fX3;s�=0 et Is�=(0;0) et Is2f(1;0);(0;1)gg

1A
= lim
t!+1

8766

t

R t
0

RR
R2+

(�1 (x1) + �2 (x2))

�� (s) ((0; 0) ;dx1 � dx2 � f0g) ds p.s.

= 8766�
�R
R+ �1(x1)� ((0; 0) ;dx1 � R+ � f0g)

+
R
R+ �2(x2)� ((0; 0) ;R+ � dx2 � f0g)

�
p.s.

On montre de même que

fLNP = lim
t!+1

8766

t
E

0@ X
0<s�t

1fX3;s�=0 et Is�2f(0;1);(1;0)g et Is=(1;1)g

1A ds

= 8766�
�R
R+ �1(x1)� ((0; 1) ;dx1 � R+ � f0g)

+
R
R+ �2(x2)� ((1; 0) ;R+ � dx2 � f0g)

�
p.s.

Ces quantités d�intérêt étant dé�nies, nous les évaluons tout d�abord
par méthode de Monte-Carlo régénératif. Pour cela, on remarque qu�elles se
mettent toutes sous la forme

c1 = lim
t!1

1

t
c
�
(Iu; Xu)0<u�t

�
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où c est mesurable, positive et additive, au sens où

c
�
(Iu; Xu)0<u�t+s

�
= c

�
(Iu; Xu)0<u�t

�
+ c

�
(Iu; Xu)0<u�s

�
� �t

pour tous s, t > 0, où �t représente l�opérateur de décalage associé au
processus markovien (It; Xt)t�0.

On utilise alors le caractère régénératif du processus et, partant de l�état
de marche parfaite ((1; 1) ; (0; 0; R)), on note �0 = 0 < �1 < ::: < �k < ::: les
instants de renouvellement et �k = �k � �k�1 la longueur du k� i�eme cycle
(k � 1). On note aussi

Yk+1 = c
�
(Iu; Xu)�k<u��k+1

�
pour k � 0. On montre que c1 = E(Y1)

E(�1) de manière classique et on introduit
les estimateurs empiriques suivants :

�Yn =
1

n

nX
k=1

Yk, ��n =
1

n

nX
k=1

�k.

Un estimateur naturel pour c1 est alors cn =
�Yn
��n
, où cn ! E(Y1)

E(�1) = c1
p.s. quand n ! +1. On construit ensuite un intervalle de con�ance de
niveau 95% pour c1, qui n�est pas repris ici.

En ce qui concerne les calculs par la méthode de volumes �nis, nous
approximons les critères asymptotiques par les critères calculés à un instant
t su¢ samment grand pour qu�ils soient stabilisés (ici, t = 50 000 h). Ces
calculs sont e¤ectués à l�aide d�un schéma de type volumes �nis implicite
(un peu di¤érent cependant de celui proposé au chapitre précédent, cf [P10]
pour plus de détails). Notons que c�est en étudiant la convergence de ce
schéma (qui n�est pas étudiée dans [P10]), que nous nous sommes aperçus
qu�il fallait introduire un terme de viscosité pour pouvoir conclure, ce qui
nous a amené à proposer le schéma implicite étudié au chapitre précédent.

Les résultats numériques obtenus sont cohérents entre les deux méthodes
(Monte-Carlo et volumes �nis). Les temps de calculs sont en revanche clai-
rement à l�avantage de la méthode de volumes �nis.

6.3 Facteurs d�importance (travail soumis)

[S1] Robert Eymard, Sophie Mercier, Michel Roussignol, Importance and
sensitivity analysis in dynamic reliability, travail soumis en Juin 2008
à Methodology and Computing in Applied Probability.

Dans ce travail, nous nous intéressons à des études de sensibilité en �a-
bilité dynamique. Plus précisément, nous considérons un PDMP (It; Xt)t�0,
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dont les taux de transition a (i; j; x), les lois de redistribution �(i;j;x)(dy) et
les champs de vitesse v (i; x) dépendent de di¤érents paramètres p 2 P . Le
problème est alors l�étude de la sensibilité de di¤érentes quantités liées au
PDMP par rapport à ces paramètres p. Les quantités d�intérêts sont de la
forme

R�0(t) = E�0
�Z t

0
h(Is; Xs) ds

�
=

Z t

0
�sh ds = �0

Z t

0
Psh ds

où h est une fonction mesurable bornée, qui peut aussi dépendre de p.
L�étude de la sensibilité de R�0(t) à p est faite au travers de la dérivée de
R�0(t) par rapport à p. Plus précisément, nous nous intéressons à la dérivée
logarithmique renormalisée :

IFp =
p

R�0(t)

@R�0(t)

@p
; (6.2)

que l�on appelle facteur d�importance dans R�0(t) du paramètre p 2 P .
Cette quantité est sans dimension et peut permettre de classer les di¤érents
élements de P en fonction de leur importance.

Pour mener cette étude à bien, nous partons des équations de Chapman-
Kolmogorov véri�ées par la loi marginale du processus (It; Xt)t�0 (cf Cha-
pitre 5). Ainsi que nous l�avons vu, ces équations forment un système d�équa-
tions di¤érentielles hyperboliques linéaires du premier ordre, écrites sous
forme faible. Pour calculer les dérivées @R�0 (t)

@p , on peut alors se ramener
à résoudre un problème dual, en suivant une démarche similaire à celle
de (Lions, 1968), qui utilise ce type de méthodes pour une grande variété
d�équations di¤érentielles.

En plus des hypothèses générales H1 données au paragraphe 5.2, nous
utilisons aussi les hypothèses suivantes notées H2, où l�on rajoute (p) lorsque
l�on souhaite insister sur la dépendance en p :

Pour chaque p 2 P , il existe un ouvert O qui contient p et un voisinage
N(p) de p dans O tels que, pour tous i; j 2 E :

� la fonction (x; p) 7�! a(p)(i; j; x) est bornée sur Rd�N(p), continûment
di¤érentiable (de classe C1) sur Rd � O, avec des dérivées partielles
(d.p.) uniformément bornées sur Rd �N(p),

� pour toute fonction f (p)(x) bornée et de classe C1 sur Rd � O, avec
des d.p. uniformément bornées sur Rd � N(p), la fonction (x; p) 7�!R
f (p)(y) �

(p)
(i;j;x)(dy) est bornée de classe C

1 sur Rd �O, avec des d.p.
uniformément bornées sur Rd �N(p),

� les fonctions (x; p) 7�! v(p)(i; x) et (x; p) 7�! h(p)(i; x) sont bornées
sur Rd�N(p) et de classe C1 sur Rd�O, avec des d.p. uniformément
bornées sur Rd �N(p).
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Nous utiliserons aussi des hypothèses H3 identiques aux hypothèses H2,
où C1 est remplacé par C2 (deux fois continûment di¤érentiable). Sous H2
(resp. H3), la fonction (x; p) 7�! g(p)(i; x; s) est de classe C1 (resp. C2) sur
Rd�O, avec des d.p. uniformément bornées sur Rd�N(p), pour tout i 2 E.

Notre problème est d�étudier la dérivabilité de R(p)�0 (t) par rapport à p,

ce qui revient à étudier la dérivabilité de P (p)t h(p)(i; x) par rapport à p.

En partant des équations de Chapman-Kolmogorov véri�ées par P (p)t h(p) et
en utilisant un théorème général donnant des propriétés de régularité de
solutions d�équations di¤érentielles, on obtient le résultat suivant :

Proposition 6.1 Soit f : E � Rd ! R une fonction (indépendante de p)
telle que, pour tout i 2 E, la fonction x 7�! f(i; x) est bornée, de classe C1

(resp. C2) sur Rd avec des d.p. uniformément bornées sur Rd.
Sous les hypothèses H1;2 (resp. H1;3), pour tout i 2 E, la fonction

(x; p) 7�!
�
P
(p)
t f

�
(i; x) est de classe C1 (resp. C2) sur Rd � O, avec des

d.p. uniformément bornées sur Rd �N (p), pour tout p 2 O.

En utilisant la forme explicite des probabilités de transition donnée dans

[P7], la fonctionnelle f 7�! @
@p

�
P
(p)
t f

�
(i; x) apparaît comme une fonction-

nelle linéaire continue qui implique f et les @f
@xk

pour 1 � k � d. Si on
restreint cette fonctionnelle à l�ensemble D des fonctions f de classe C1 et
à support compact, elle apparaît alors comme une distribution. L�ensemble
D étant trop restrictif pour notre étude, nous dé�nissons cette fonctionnelle
sur l�ensemble des fonctions bornées, de classe C1, avec des d.p. uniformé-
ment bornées et pour une telle fonction f , on pose :

@

@p

�
P
(p)
t f

�
(i; x) =

*
@P

(p)
t

@p
; f

+
(i; x)

pour tout (i; x) 2 E � Rd. On obtient alors le résultat suivant :

Théorème 6.2 Sous les hypothèses H1;2, la fonction p 7�! R
(p)
�0 (t) est

continûment di¤érentiable par rapport à p et

@

@p

�
R(p)�0 (t)

�
=

Z t

0

X
i2E

Z
Rd

*
@P

(p)
u

@p
; h(p)

+
(i; x) �0(i; dx) du

+

Z t

0

X
i2E

X
j2E

Z
Rd

Z
Rd

@

@p
h(p)(j; y) P (p)u (i; x; j; dy)�0(i; dx) du

=

Z t

0

*
@�

(p)
u

@p
; h(p)

+
du+

Z t

0
�(p)u

@h(p)

@p
du (6.3)
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où l�on pose :*
@�

(p)
u

@p
; h(p)

+
(i; x) =

X
i2E

Z
Rd

*
@P

(p)
u

@p
; h

+
(i; x) �0(i; dx)

pour tout (i; x; u) 2 E � Rd � R+.

Le problème est maintenant de calculer cette dérivée. Pour cela, nous
utilisons les générateurs in�nitésimaux de (It; Xt)t�0 et de (It; (Xt; t))t�0,

que nous notons H(p)
0 et H(p), respectivement. Rappelons (cf § 5.3) que D0

est l�ensemble des fonctions f : E � Rd ! R de classe C1 et bornées telles
que v(p)(i; �) � rf(i; �) est continue bornée pour tout i 2 E. Pour f 2 D0,
H
(p)
0 f est dé�ni par (5:3). Soit maintenant D1 l�ensemble des fonctions f :

E�Rd�R+ ! R telles que, pour tout i 2 E, la fonction (x; s) 7�! f(i; x; s)
est bornée de classe C1 sur Rd � R+ et telle que la fonction (x; s) 7�!
@f
@s (i; x; s) + v

(p)(i; x) � rf(i; x; s) est bornée sur Rd � R+. Pour f 2 D1, on
dé�nit

H(p)f(i; x; s) =
X
j

a(p)(i; j; x)

Z
f(j; y; s) �

(p)
(i;j;x)(dy) +

@f

@s
(i; x; s)

+ v(p)(i; x) � rf(i; x; s) (6.4)

pour tout (i; x; s) 2 E � Rd � R+.

Nous introduisons maintenant ce que l�on appelle la fonction d�impor-
tance associée à la fonction h(p) et à t, et qui est dé�nie par :

'
(p)
t (i; x; s) =

(
�
R t�s
0

�
P
(p)
u h(p)

�
(i; x) du si 0 � s � t

0 sinon
(6.5)

pour tout (i; x) 2 E � Rd.

SousH1;2, on montre que la fonction d�importance '(p)t associée à
�
h(p); t

�
est l�unique élément de D1 tel que :

� '(p)t est solution de l�équation di¤érentielle

H(p)'
(p)
t (i; x; s) = h(p) (i; x) (6.6)

pour tout (i; x; s) 2 E � Rd � [0; t[,

� '(p)t (i; x; t) = 0 pour tout (i; x) 2 E � Rd.
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Sous H1;3, on montre aussi queZ t

0

*
@�

(p)
s

@p
;H(p)'

(p)
t (�; �; s)

+
ds = �

Z t

0
�(p)s

@H(p)

@p
't (�; �; s) ds;

où l�on pose :

@H(p)

@p
' (i; x; s) :=

X
j2E

@a(p)

@p
(i; j; x)

Z
'(j; y; s) �

(p)
(i;j;x)(dy)

+
X
j2E

a(p)(i; j; x)
@

@p

�Z
'(j; y; s) �

(p)
(i;j;x)(dy))

�

+
@v(p)

@p
(i; x) � r'(i; x; s)

pour tout ' 2 D1 et tout (i; x; s) 2 E � Rd � R+. Ceci permet de donner
une nouvelle expression pour

@R
(p)
�0
@p (t) :

Théorème 6.3 Sous les hypothèses H1;3, on a :

@R
(p)
�0

@p
(t) =

Z t

0
�(p)s

@h(p)

@p
ds�

Z t

0
�(p)s

@H(p)

@p
'
(p)
t (:; :; s) ds

=

Z t

0
�(p)s

@h(p)

@p
ds+

Z t

0
�(p)s

@H(p)

@p

�Z t�s

0
P (p)u h(p) du

�
ds: (6.7)

La formule (6:7) est une extension aux PDMP des résultats que
(Gandini, 1990) avait obtenu pour des processus de Markov de sauts à espace
d�état �ni.

Dans le Théorème 6.3, cette formule n�est écrite que pour un seul para-
mètre p. Lorsque R�0 (t) dépend d�une famille de paramètres P = (pl)l2L,
on a alors :

@R
(P )
�0

@pl
(t) =

Z t

0
�(P )s

@h(P )

@pl
ds�

Z t

0
�(P )s

@H(P )

@pl
'
(P )
t (:; :; s) ds

pour tout l 2 L. Le calcul numérique des @R
(P )
�0
@pl

(t) pour tout l 2 L nécessite
le calcul de �(P )s (i; dx) et de '(P )t (i; x; s), qui sont indépendants de l 2 L,
ainsi qu�une intégration pour chaque valeur de l 2 L. Les calculs sont ici

e¤ectués par méthodes de volumes �nis. Pour calculer les
@R

(P )
�0
@pl

(t) pour tout

l 2 L, on résoud un premier schéma qui fournit �(P )s (i;dx) (cf Chapitre 5), et
un deuxième schéma, dual du premier (cf (6:6)), pour obtenir '(P )t (i; x; s).
Les sommations correspondant à chaque valeur de l 2 L sont par ailleurs
e¤ectuées simultanément.
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Ces calculs sont à rapprocher de ceux nécessaires à la méthode usuelle
de di¤érences �nies, pour laquelle

@R
(P )
�0

@pl
(t) ' 1

"

�
R(P

l
")

�0 �R(P )�0

�
pour " > 0 petit et où P l" représente la famille P avec pl remplacé par pl+".

Le calcul numérique des
@R

(P )
�0
@pl

(t) pour l 2 L nécessite alors un premier calcul
de �(P )s (i;dx) commun à tous les l 2 L, et un autre calcul de �(P

l
")

s (i;dx) pour
chaque valeur de l 2 L. Cette méthode nécessite donc card (L) + 1 calculs
de lois marginales. Lorsque le nombre de paramètres est grand, l�avantage
est clairement à la méthode présentée ici.

Nous nous intéressons ensuite aux quantités asymptotiques unitaires (par

unité de temps) de la forme limt!+1 1
t

@R
(p)
�0
@p (t). Nous avons besoin pour cela

d�hypothèses supplémentaires, notées H4 :

� le processus (It; Xt)t�0 est Harris-récurrent positif, avec �(p) comme
unique loi stationnaire,

� le processus (It; Xt)t�0 est uniformément ergodique, au sens où, pour
chaque p 2 O, il existe une fonction f (p) telle queZ +1

0
f (p)(u) du < +1;

Z +1

0
u f (p)(u) du < +1; lim

u!+1
f (p)(u) = 0;

et ����P (p)u h(p)
�
(i; x)� �(p)h(p)

��� � f (p)(u)

pour tout (i; x) 2 E � Rd et tout u � 0.

A�n de limiter un peu la technicité, on suppose maintenant que seuls les
taux de transition a(p)(i; j; x) et la fonction h(p) dépendent de p.

Partant de (6:7), on montre facilement que :

1

t

@R
(p)
�0

@p
(t) =

1

t

Z t

0
�(p)s

@h(p)

@p
ds

+
1

t

Z t

0
�(p)s

@H(p)

@p

�Z t�s

0

�
P (p)u h(p) � �(p)h(p)

�
du

�
ds:

On introduit maintenant ce que l�on appelle la fonction potentiel associée
à la fonction h(p), et qui est dé�nie par :

Uh(p) (i; x) :=

Z +1

0

��
P (p)u h(p)

�
(i; x)� �(p)h(p)

�
du (6.8)
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pour tout (i; x) 2 E � Rd.

Si �(i;j;x) et v(i; x) sont indépendants de p et sous les hypothèses H1;3;4,
on montre que Uh(p) est bien dé�nie et appartient àD0. La fonction potentiel
Uh(p) est par ailleurs solution de l�équation di¤érentielle :

H
(p)
0 Uh(p) (i; x) = �(p)h(p) � h(p)(i; x) (6.9)

pour tout (i; x) 2 E�Rd. Les autres solutions de cette équation di¤érentielle
sont de la forme Uh(p) + C, où C est une constante.

On obtient maintenant le théorème suivant, qui fournit une extension aux
PDMP des résultats de (Cao et Chen, 1997), donnés pour des processus de
Markov de sauts à espace d�états �ni.

Théorème 6.4 Supposons �(i;j;x) et v(i; x) indépendants de p et les hypo-
thèses H1;3;4 véri�ées. Dans ce cas, la limite suivante existe et vaut :

lim
t!+1

1

t

@R
(p)
�0

@p
(t) = �(p)

@h(p)

@p
+ �(p)

@H
(p)
0

@p
Uh(p) (6.10)

où l�on pose :

@H
(p)
0

@p
'0 (i; x) :=

X
j2E

@a(p)

@p
(i; j; x)

Z
Rd
'0(j; y) �(i;j;x)(dy)

pour tout '0 2 D0 et tout (i; x) 2 E � Rd.

De la même façon que dans le cas transitoire, les calculs asymptotiques
nécessitent le calcul de la loi asymptotique �(p) (i;dx) et de la fonction po-
tentiel Uh(p) (i; x) (à l�aide de (6:9)). Dans le cas d�un ensemble P = (pl)l2L
de paramètres, ces calculs ne sont e¤ectués qu�une seule fois pour tout l 2 L.
Dans le cas où card (L) est grand, cela donne là encore l�avantage à la mé-
thode présentée ici par rapport aux di¤érences �nies.

Dans [S1], nous présentons ensuite les méthodes de type volumes �nis
que nous utilisons pour calculer les di¤érentes dérivées. Partant du schéma
implicite présenté au Chapitre 5, ces méthodes consistent à traduire dans
un cadre discret la méthodologie établie dans un cadre continu. (Nous in-
troduisons ainsi des fonctions d�importance et potentiel de type discret).
Les procédures discrètes utilisées sont données dans [S1] avec de simples
indications de démonstration.

Nous terminons ensuite [S1] en donnant deux exemples d�utilisation,
pour lequel nous véri�ons les conditions d�applicabilité de nos résultats, et
en particulier l�uniforme ergodicité contenue dans l�hypothèse H4.
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6.4 Thèse de Margot Desgrouas

[Thèse] Desgrouas, M. (2007). Comportement asymptotique de processus
utilisés en �abilité dynamique. Thèse de doctorat, soutenue le 30 jan-
vier 2007 à l�Université de Marne-la-Vallée.

[CI12] Qualita 2005, Bordeaux, 16-18 mars 2005, Margot Desgrouas, So-
phie Mercier, Comportement asymptotique d�un exemple de �abilité
dynamique (8 pages).

[CI14] Congrès Lambda-Mu 15, Lille, octobre 2006, Margot Desgrouas,
Christiane Cocozza, Sophie Mercier, Algorithme de calcul de dispo-
nibilité asymptotique en �abilité dynamique (8 pages).

Remarque : Margot Desgrouas-Martins travaille depuis �n 2006 (avant la �n
de sa thèse) pour la société LGM, dans le Pôle Ingénierie système, Ingénierie
de maintenance et Sûreté de Fonctionnement (�abilité, testabilité, sécurité).

Les travaux de thèse de Margot Desgrouas portent sur l�étude théorique
du comportement asymptotique des PDMP (existence et unicité d�une loi
stationnaire, convergence), ainsi que sur l�évaluation numérique des critères
asymptotiques associés.

Dans un premier temps, Margot Desgrouas a étudié sur un petit exemple
simple, diverses méthodes théoriques proposées dans la littérature par
(Davis, 1993), (Costa, 1990) et (Dufour et Costa, 1999). Ces méthodes ra-
mènent l�étude de la loi stationnaire d�un PDMP à celle de di¤érentes chaînes
de Markov immergées. Elles donnent en particulier des conditions su¢ santes
d�existence et d�unicité de lois invariantes pour un PDMP mais n�abordent
pas le problème de la convergence vers la loi stationnaire. (Notons que
(Costa et Dufour, 2008) a depuis comblé cette lacune). Par ailleurs, leur
mise en �uvre s�est avérée très lourde, même sur un exemple très simple.

Margot Desgrouas s�est alors tournée vers d�autres techniques, et a mon-
tré, tout d�abord sur le même exemple simple, que le processus étudié avait
un point de régénération. Ceci lui a permis d�obtenir, d�une part, l�existence
et l�unicité de la loi stationnaire, d�autre part, la convergence de di¤érents
critères �abilistes (moyennés ou non en temps) vers les quantités asympto-
tiques correspondantes.

Margot Desgrouas a ensuite étudié le caractère régénératif des PDMP
dans un sens plus général, à l�aide en particulier de la notion de Harris
récurrence. Lorsque l�espace des variables continues est de dimension 1, les
conditions (su¢ santes) obtenues semblent plutôt satisfaisantes. Lorsque l�es-
pace environnemental est de dimension supérieure, ces conditions semblent
un peu trop restrictives et pourraient sans doute être quelque peu a¢ nées.
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Margot Desgrouas s�est ensuite intéressée à l�évaluation numérique des
critères asymptotiques, qui s�expriment à l�aide de la loi stationnaire du
PDMP (lorsque celle-ci existe et est unique). Partant de la caractérisation
de la loi stationnaire à l�aide du générateur du PDMP, Robert Eymard lui a
alors proposé un algorithme de type volumes �nis, permettant d�approximer
cette loi stationnaire. Margot Desgrouas a démontré la convergence de cet
algorithme lorsque l�espace des variables continues est de dimension 1 et
borné.

En�n, elle a appliqué ses résultats (existence d�une loi stationnaire,
convergence vers cette loi, calcul numérique) à de petits exemples issus de
la �abilité classique, que l�on ne savait pas traiter auparavant sinon par
simulation de Monte-Carlo.

6.5 Conclusion - Perspectives

En ce qui concerne le premier travail présenté ici (§6.2), il s�agissait simple-
ment de montrer l�applicabilité des méthodes développées dans le chapitre
précédent à un cas concret proposé par des industriels. Nous ne pouvons
donc qu�espérer qu�il ait atteint son but... Les méthodes de volumes �nis
sont cependant parfois lourdes à programmer. On peut donc penser que,
pour que ces méthodes soient réellement utilisées en pratique, il serait bon
de fournir une aide aux industriels, par exemple en développant un logiciel
paramétrable, qui permettrait de traiter un certain nombre de cas usuels en
�abilité dynamique. Notons que ce type de logiciel pourrait aussi être utile
pour traiter certains petits exemples usuels de �abilité classique qui peuvent
être décrits à l�aide de PDMP, mais pas nécessairement à l�aide des proces-
sus habituellement utilisés par les industriels (deux composants en parallèle
ayant des taux de panne et de réparations non constants par exemple), cf
[CI10].

Le deuxième travail présenté ici (§6.3) permet de réduire le calcul des
facteurs d�importance de divers paramètres dans une quantité donnée à ce-
lui des fonctions d�importance et potentiels (en plus de l�évaluation initiale
des lois marginales, nécessaires au calcul de la quantité étudiée). Lorsque
les paramètres sont nombreux, ceci donne clairement l�avantage à la mé-
thode présentée ici par rapport aux di¤érences �nies. Même si les fonctions
d�importance et potentiels peuvent clairement être calculées par d�autres
méthodes (simulation de Monte-Carlo par exemple), les formulations ob-
tenues ici s�adaptent cependant très bien aux méthodes de type volumes
�nis présentées précédemment. En e¤et, les schémas à résoudre pour obte-
nir les fonctions d�importance et potentiels, que nous n�avons pas donnés ici,
s�écrivent très simplement en fonction du schéma fournissant la loi marginale
du PDMP, ce qui simpli�e considérablement la programmation et donne un
autre atout à la méthode.
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En ce qui concerne le travail e¤ectué par Margot Desgrouas (§6.4), il
ne constitue clairement qu�une petite pierre sur un vaste sujet, et mon-
trer la Harris récurrence d�un PDMP reste souvent une tâche ardue. Les
résultats de Margot Desgrouas ont cependant le mérite de permettre de
conclure très rapidement pour quelques cas simples. Sur le même sujet,
(Costa et Dufour, 2008) ont récemment complété le travail qu�ils avaient
commencé dans (Dufour et Costa, 1999), en exploitant à nouveau le lien
entre un PDMP et une chaîne de Markov immergée, de noyau noté G. Ils
obtiennent en particulier des équivalences concernant l�irréductibilité, l�exis-
tence de mesures invariantes et la récurrence du PDMP et de la chaîne de
Markov immergée. Di¤érents critères de type Foster-Lyapunov portant sur
G sont aussi donnés, qui assurent la Harris récurrence et l�ergodicité du
PDMP. Ces travaux constituent clairement un grand pas en avant pour
l�étude de la Harris récurrence d�un PDMP, et ceci dans le cadre général de
(Davis, 1993), avec des sauts éventuels à la frontière du domaine. Notons
cependant que, comme Margot Desgrouas l�avait remarqué dans sa thèse,
le noyau G utilisé, qui dépend des trajectoires t 7�! g (i; x; t) du PDMP,
n�est pas toujours explicite, de sorte que l�utilisation de ces critères n�est
pas nécessairement immédiate en pratique. Une autre piste pourrait alors
être d�utiliser des critères de type Foster-Lyapunov portant cette fois-ci sur
le générateur du PDMP, et non pas sur le noyau G. On peut à ce titre consul-
ter les travaux de (Costa et Dufour, 2006), qui se situent dans la lignée de
(Meyn et Tweedie, 1993a, 1993b). Dans ces travaux, les auteurs donnent un
nouveau critère de type Foster-Lyapunov portant sur le générateur, qu�ils
montrent être équivalent à l�existence d�une probabilité invariante pour des
processus de Markov très généraux, et en particulier pour des PDMP. A la
lumière de ces travaux, le problème reste alors d�étudier l�unicité de la pro-
babilité invariante, ou encore la '-irréductibilité du processus. Ceci mérite
sans doute d�être regardé de façon approfondie dans le cadre des PDMP.

Une autre extension possible des travaux de Margot Desgrouas concerne
l�étude de schémas de volumes �nis pour la loi stationnaire (sous hypothèse
d�existence et d�unicité). La démonstration de la convergence du schéma n�a
en e¤et été e¤ectuée que dans un cas particulier, et demanderait donc à être
complétée. On pourrait aussi imaginer un schéma de type volumes �nis dans
le cadre général de (Davis, 1993), avec des sauts éventuels à la frontière.
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Chapitre 7

Conclusion,
Travaux en cours, Projets

7.1 Conclusion

Tout-au-long de ce document, j�ai présenté mes divers travaux et essayé d�es-
quisser quelques perspectives de recherche, qui sont autant de pistes pour
poursuivre les travaux e¤ectués. Un certain nombre de ces perspectives cor-
respondent à des projets que je souhaiterais mener à bien dès que possible,
et notamment l�évaluation numérique de PDMP par encadrement, la pour-
suite des travaux concernant les composants obsolescents, ainsi que ceux
de Margot Desgrouas concernant l�évaluation asymptotique des PDMP par
méthode de volumes �nis, en collaboration avec Robert Eymard. Ces pers-
pectives ne sont pas reprises ici. Nous donnons en revanche un aperçu sur
quelques travaux en cours et autres projets dont nous n�avons pas parlé
auparavant, les uns et les autres étant à des stades divers d�avancement.

7.2 Processus Gamma bivariés

Le sujet présenté ici correspond à un travail en cours et est en collaboration
avec Michel Roussignol.

Une manière classique de décrire la dégradation aléatoire (croissante)
d�un composant est de modéliser son usure à l�aide d�un processus Gamma
univarié. Lorsque l�on s�intéresse à deux indicateurs d�usure di¤érents sur un
même composant, ou à un indicateur d�usure donné pour deux composants
di¤érents soumis à des contraintes communes, il est alors naturel de modé-
liser l�évolution de ces deux indicateurs par un processus bivarié dont les
processus marginaux sont de type Gamma univariés, encore appelé proces-
sus Gamma bivariés. L�objet de cette étude est de voir comment construire
de tels processus, de façon à ce que la dépendance entre processus marginaux
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soit cohérente avec un modèle de dégradation bivariée, ainsi que d�étudier
ces processus.

D�un point de vue applicatif, il semble souhaitable que les processus
marginaux soient corrélés positivement, dans le sens où grosso modo, de
grandes valeurs pour l�un doivent correspondre à de grandes valeurs pour
l�autre. Comme l�ont montré (Bäuerle et al., 2007), on sait que ce type de
dépendance positive peut être décrite par un processus de Lévy à valeurs
dans R2+. Nous nous concentrons donc ici sur ce type de processus, à savoir
des processus de Lévy sur R2+, ayant pour marginales des processus Gamma,
que nous appelons processus Gamma-Lévy (bivarié).

Pour un composant dont la dégradation est modélisée par un processus
gamma univarié, on considère généralement que sa durée de vie correspond à
l�atteinte d�un seuil pour le processus. Dans ce cas,
(Shaked et Shanthikumar, 1988) ont montré que la durée de vie du com-
posant est vieillissante (IFR), ce qui est une propriété souhaitable en �a-
bilité. Dans le cas d�un processus Gamma-Lévy bivarié, on obtient ici des
propriétés similaires. Par exemple, si U est un ensemble clos vers le haut
(upper set), on montre que le temps d�atteinte de U est NBU (New Better
Than Used) univarié et que si U est de la forme U = [K1;+1[�[K2;+1[,
alors

�
T
(1)
K1
; T

(2)
K2

�
est NBU bivarié. Le choix d�un processus Gamma-Lévy

semble donc, de ce point de vue, bien adapté aux propriétés désirées pour
un processus de dégradation bivarié.

Nous nous intéressons maintenant aux propriétés de dépendance existant
entre les processus marginaux d�un processus Gamma-Lévy que nous notons
X (t) = (X1 (t) ; X2 (t)), oùXi (t) suit la loi � (ait; bi) avec ai, bi > 0 pour i =
1, 2. Pour un tel processus, on montre que le coe¢ cient de corrélation linéaire
�X(t) entre X1 (t) et X2 (t) est indépendant de t et véri�e nécessairement :

0 � �X(t) � �max (�) :=

ZZ
R2+

min

�p
�E1 (u1) ;

1p
�
E1 (u2)

�
du1 du2 (7.1)

où � = a1
a2
et où E1 est la fonction exponentielle intégrale dé�nie par

E1 (x) =

Z +1

x

e�y

y
dy

pour x > 0. La borne de droite peut par ailleurs être atteinte. D�autres me-
sures de dépendance pourraient certainement être étudiées de la même façon.
On peut aussi utiliser les copules de Lévy introduites dans
(Cont et Tankov, 2004), dont on sait qu�elles décrivent complètement la dé-
pendance des processus marginaux. On obtient ainsi des bornes atteignables
pour la copule de Lévy associée à (X (t))t�0. Le problème est alors de voir
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comment construire un processus Gamma-Lévy qui permette de balayer au
mieux les di¤érents types de dépendance possibles.

Une première construction est donnée par un modèle trivarié, pour lequel
X (t) = (X1 (t) ; X2 (t)) est de la forme�

X1 (t) = Y1 (t) + Y3 (t)
X2 (t) = Y2 (t) + Y3 (t)

pour tout t � 0, où (Yi (t))t�0 pour i = 1; 2; 3 représentent trois processus
Gamma (univariés) indépendants. Un premier intérêt d�une telle modélisa-
tion réside dans la facilité d�interprétation des di¤érents processus Yi (t) :
si X (t) représente la dégradation de deux composants soumis à un même
environnement stressant, Y1 (t) et Y2 (t) correspondent à des dégradations
intrinsèques des deux composants, alors que Y3 (t) correspond à une dégrada-
tion commune, provenant de l�environnement commun. Un autre intérêt de
cette modélisation est sa simplicité, qui permet d�avoir accès explicitement
à la loi de X (t), et de pouvoir facilement simuler le processus et faire des
ajustements statistiques. En étudiant les corrélations possibles entre X1 (t)
et X2 (t), on s�aperçoit cependant que cette modélisation est trop restrictive
et qu�elle ne permet pas de décrire tous les types de dépendance. Ainsi, on
peut par exemple véri�er que �X(t) est tel que :

0 � �X(t) � �(T )max (�) := min

�p
�;

1p
�

�
avec �(T )max (�) < �max (�) pour � 6= 1, où �max (�) est dé�ni dans (7:1). On
obtient des résultats similaires pour la copule de Lévy associée à un modèle
trivarié, avec là-encore des bornes plus restrictives que les bornes maximales
théoriques. Pour des dépendances fortes, ce type de modèle ne peut donc
pas convenir.

Une deuxième construction possible est de considérer une copule de
Lévy paramétrique, comme par exemple celle de Clayton-Lévy, associée à
un unique paramètre � > 0, cf (Cont et Tankov, 2004). Ceci conduit à une
mesure de Lévy pour (X (t))t�0 de la forme :

� (dy1; dy2) = a1a2 (1 + �)
�
(a1E1 (y1))

�� + (a2E1 (y2))
��
�� 1

�
�2

� (a1E1 (y1))���1 (a2E1 (y2))���1
e�y1

y1

e�y2

y2
dy1 dy2 (7.2)

L�intérêt de la copule de Clayton-Lévy est qu�elle permet de modéliser
des dépendances allant de l�indépendance à la dépendance complète (et donc
des coe¢ cients de corrélation variant de 0 à �max (�)). Le paramètre � est par
ailleurs un indicateur de la dépendance au sens où, plus � est grand, plus forte
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est la dépendance et plus (Xt)t�0 est grand selon l�ordre pour la concordance,
cf (Bäuerle et al., 2007). L�estimation de � et des paramètres des processus
marginaux est aisée, par exemple par une méthode de moments. Un tel
modèle est aussi facile à simuler à l�aide du théorème de représentation en
série de Rosinski, cf (Cont et Tankov, 2004). La loi deX (t) n�est en revanche
pas connue explicitement. Au vu de (7:2), une interprétation physique des
sauts du processus ne semble par ailleurs pas très aisée. On pourrait alors
regarder d�autres types de copules paramétriques, avec cependant le risque
d�avoir le même type de restrictions.

Une troisième construction possible est de considérer les mesures de
Lévy �? (dx1; dx2) et �k (dx1; dx2) correspondant respectivement à l�indé-
pendance et à la dépendance complète, avec

�? (dx1; dx2) = �1 (dx1)� �0 (dx2) + �0 (dx1)� �2 (dx2)
�k (dx1; dx2) = �1 (dx1)� �U�12 (U1(x1))

(dx2) = �U�11 (U2(x2))
(dx1)� �2 (dx2)

où, pour i = 1, 2, �i (dxi) = ai
xi
e�xi dxi est la mesure de Lévy du processus

(Xi (t))t�0 et où

Ui (xi) =

Z +1

xi

�i (dui) = aiE1 (xi)

pour xi 2 R+.
En posant

� (dx1; dx2) = (1� �)�? (dx1; dx2) + ��k (dx1; dx2)

où � 2 [0; 1], on obtient alors un nouveau processus Gamma-Lévy pour
lequel � est le coe¢ cient de corrélation linéaire de Xt. L�intérêt de cette
modélisation est que la signi�cation du paramètre de dépendance (�) est
claire et que l�estimation des di¤érents paramètres est, là encore, très facile.
La loi de Xt n�est en revanche pas disponible explicitement. La méthode de
simulation de Monte-Carlo utilisée pour le deuxième modèle ne fonctionne
par ailleurs plus ici (en tout cas pas directement), car elle repose sur l�in-
versibilité de la copule de Clayton-Lévy par rapport à l�une de ses variables
(l�autre étant �xée), qui n�est plus vraie ici. Un travail reste donc à faire
pour étudier les propriétés de ce modèle et voir en particulier, comment le
simuler ou plus généralement, comment l�évaluer numériquement. (On peut
peut-être imaginer utiliser des méthodes de type volumes �nis en partant
du générateur du processus markovien (X (t))t�0 ( ?)).

7.3 Co-encadrement d�une thèse CIFRE à la SNCF

Les acteurs de ce projet sont :
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� William Lair, étudiant de deuxième année du Master Recherche de Ma-
thématiques à l�Université Paris-Est Marne-la-Vallée, spécialité Ma-
thématique et Applications, option Fiabilité,

� Rachid Ziani, ingénieur de recherche à la Direction de l�Innovation et
de la Recherche de la SNCF (Unité Génie Décisionnel Appliqué),

� Michel Roussignol, professeur à l�Université Paris-Est Marne-la-Vallée,
et moi-même.

William Lair e¤ectue actuellement son stage de deuxième année de Mas-
ter à la SNCF, sous la direction de Rachid Ziani, Michel Roussignol et de
moi-même. Si tous les partenaires en sont d�accord, ce stage devrait se
poursuivre par une thèse en Convention Industrielle de Formation par la
REcherche (CIFRE), avec les mêmes acteurs.

Le sujet de stage de William Lair porte sur l�étude de deux systèmes
appartenant à l�infrastructure ferroviaire : les circuits de voie, ainsi que les
poteaux caténaires. Le bon fonctionnement de tels systèmes est en e¤et fon-
damental pour la SCNF, car il in�ue directement sur deux points cruciaux :
la sécurité et la ponctualité. Ces systèmes comportent environ une dizaine
de composants pour la plupart indépendants, dont certains sont vieillissants.
Le but du stage est de modéliser la durée de vie de ces deux systèmes, de
proposer di¤érentes politiques de maintenance préventive et de les optimiser.

A�n de réaliser ceci, diverses étapes sont nécessaires : en premier lieu, il
s�agit de faire une analyse des durées de vie des di¤érents composants (esti-
mation paramétrique et non paramétrique de la fonction de �abilité) et de
s�approprier certains résultats d�études antérieures ; en second lieu, des avis
d�experts doivent être recueillis a�n de bien comprendre le fonctionnement
des systèmes ; en troisième lieu, une modélisation probabiliste de la durée
de vie des systèmes doit être proposée, ce que nous envisageons de faire de
diverses façons, et en particulier à l�aide de PDMP ; en�n, des politiques de
maintenance préventive doivent être proposées et optimisées, ce qui nécessite
de mettre en place des procédures numériques.

Le sujet de la thèse est dans la lignée de ce stage et porte elle aussi sur la
modélisation de la durée de vie de di¤érents systèmes et sur l�optimisation de
leur maintenance. Les systèmes envisagés sont en revanche plus complexes
(passage à niveau par exemple), et des dépendances devront sans doute être
étudiées. L�intérêt du stage est de préparer William Lair à l�étude de ces
systèmes complexes en l�initiant aux di¤érentes techniques que nous envisa-
geons d�utiliser pour sa thèse, qu�elles soient statistiques (avec l�estimation
de durées de vie), probabilistes (avec la modélisation à l�aide de PDMP)
ou numériques, avec l�évaluation quantitative de critères d�optimisation de
maintenance, que ce soit par méthodes de volumes �nis ou par simulation
de Monte-Carlo.
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7.4 Projet de livre

Nous avons aussi, avec Robert Eymard et Michel Roussignol, un projet de
livre chez Springer, dans la collection Springer Series on Reliability Enginee-
ring. L�idée de cet ouvrage nous a été proposée par Anthony Doyle, Senior
Editor �Engineering, Springer, suite à la lecture de [P10]. Si ce projet se
réalise, cet ouvrage sera consacré aux méthodes numériques en �abilité dy-
namique. Un premier projet de plan et d�introduction a déjà été fait, et
devrait être envoyé très prochainement à l�éditeur.

En ce qui concerne le contenu, l�idée est d�essayer de faire une présenta-
tion simple des processus de Markov déterministes par morceaux, qui mette
en évidence leur puissance de modélisation, ainsi que de proposer des outils
pour leur évaluation numérique. De nombreux exemples illustreront notre
propos, qui seront étudiés au �l de l�ouvrage. D�un point de vue méthodes
numériques, nous parlerons de simulations de Monte-Carlo, de méthodes
d�encadrement et de méthodes de type volumes �nis, cette dernière par-
tie étant appelée à être la plus développée. Nous parlerons aussi de facteurs
d�importance et de leur évaluation numérique, ainsi que du calcul numérique
de quantités asymptotiques. Notons que certains points de ce programme en
sont encore au stade embryonnaire (encadrement de PDMP par exemple) et
nécessiteront un travail complémentaire de recherche.

7.5 Projet ANR

Robert Eymard et moi-même sommes aussi parties prenantes dans un pro-
jet ANR intitulé Infections Nosocomiales et Modèles Epidémiques, qui a été
déposé en mars dernier. Ce projet est porté par Pierre Magal (Université
du Havre), Dominique Pontier (Université Claude Bernard Lyon I) et Phi-
lippe Vanhems (Hôpital Edouard Herriot, Hospices Civils de Lyon) et se
situe dans le cadre de l�appel à projets « Maladies infectieuses et leur en-
vironnement » . Son objectif est de construire un outil d�aide à la décision
permettant d�évaluer l�impact de traitements antibiotiques dans le contexte
de la lutte contre les infections nosocomiales au sein du milieu hospitalier.
A terme, cet outil devrait permettre de comprendre la dynamique d�acqui-
sition d�infections du type de celles dues à Staphylococcus aureus, sensible
et résistant à la méticilline, dans un hôpital universitaire et dans un centre
hospitalier régional.

La participation à ce projet nous a été proposée, à Robert Eymard et
à moi-même, par Dominique Pontier, responsable de la partie modélisation
probabiliste et étude statistique du projet. Le but de cette partie est d�aider
à la compréhension, d�une part de l�hétérogénéité des comportements indivi-
duels face aux bactéries résistantes, d�autre part de la dynamique de trans-
mission des bactéries résistantes. Pour ce faire, deux types de modélisation
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stochastiques sont envisagées : un premier modèle (modèle agrégatif) décrit
l�évolution globale de la population, lorsque celle-ci est divisée en classes
représentant di¤érents types d�individus (sains, infectés, jeunes, adultes, pa-
tients des urgences. . . ). L�idée est ici d�utiliser un processus markovien de
sauts à espace d�états �nis donnant à chaque instant l�e¤ectif de chaque
classe. Un deuxième modèle (IBM : Individual Based Model) décrit quant à
lui l�évolution d�un individu (sain, infecté, ...) au sein d�un environnement
aléatoire, là encore, à l�aide d�un processus markovien de sauts. Dans les
deux cas, les taux de transition dépendent de covariables, les unes liées au
patient pour le modèle IBM (âge, lieu de séjour à l�hôpital, ...) ou à l�en-
vironnement aléatoire (nombre de personnes infectées pour le modèle IBM
ou rêgles d�hygiène à l�hôpital pour le modèle agrégatif par exemple). Cette
modélisation nécessite une première analyse des données a�n d�identi�er des
covariables in�uentes. Il s�agira ensuite d�ajuster les modèles proposés aux
données et de tester leur adéquation, ainsi que d�utiliser des méthodes de
sélection de modèles a�n de ne retenir que les plus pertinents.
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Modèles stochastiques et méthodes numériques pour la �abilité - Résumé

En premier lieu, nous proposons, étudions et optimisons di¤érentes politiques de maintenance pour des systèmes
réparables à dégradation markovienne ou semi-markovienne, dont les durées de réparation suivent des lois
générales.
Nous nous intéressons ensuite au remplacement préventif de composants devenus obsolescents, du fait de l�ap-
parition de nouveaux composants plus performants. Le problème est ici de déterminer la stratégie optimale de
remplacement des anciens composants par les nouveaux. Les résultats obtenus conduisent à des stratégies très
di¤érentes selon que les composants ont des taux de panne constants ou non.
Les travaux suivants sont consacrés à l�évaluation numérique de di¤érentes quantités �abilistes, les unes liées à
des sommes de variables aléatoires indépendantes, du type fonction de renouvellement par exemple, les autres
liées à des systèmes markoviens ou semi-markoviens. Pour chacune de ces quantités, nous proposons des bornes
simples et aisément calculables, dont la précision peut être ajustée en fonction d�un pas de temps. La convergence
des bornes est par ailleurs démontrée, et des algorithmes de calcul proposés.
Nous nous intéressons ensuite à des systèmes hybrides, issus de la �abilité dynamique, dont l�évolution est
modélisée à l�aide d�un processus de Markov déterministe par morceaux (PDMP). Pour de tels systèmes, les
quantités �abilistes usuelles ne sont généralement pas atteignables analytiquement et doivent être calculées
numériquement. Ces quantités s�exprimant à l�aide des lois marginales du PDMP (les lois à t �xé), nous nous
attachons plus spéci�quement à leur évaluation. Pour ce faire, nous commençons par les caractériser comme
unique solution d�un système d�équations intégro-di¤érentielles. Puis, partant de ces équations, nous proposons
deux schémas de type volumes �nis pour les évaluer, l�un explicite, l�autre implicite, dont nous démontrons la
convergence. Nous étudions ensuite un cas-test issu de l�industrie gazière, que nous modélisons à l�aide d�un
PDMP, et pour lequel nous calculons di¤érentes quantités �abilistes, d�une part par méthodes de volumes
�nis, d�autre part par simulations de Monte-Carlo. Nous nous intéressons aussi à des études de sensibilité :
les caractéristiques d�un PDMP sont supposées dépendre d�une famille de paramètres et le problème est de
comparer l�in�uence qu�ont ces di¤érents paramètres sur un critère donné, à horizon �ni ou in�ni. Cette étude
est faite au travers des dérivées du critère d�étude par rapport aux paramètres, dont nous démontrons l�existence
et que nous calculons.
En�n, nous présentons rapidement les travaux e¤ectués par Margot Desgrouas lors de sa thèse consacrée au
comportement asymptotique des PDMP, et nous donnons un aperçu de quelques travaux en cours et autres
projets.

Stochastic models and numerical methods for reliability - Summary

We �rst propose, study and optimize di¤erent maintenance policies for repairable systems with markovian or
semi-markovian deterioration, and repair durations with general distribution.
We are next interested in the preventive replacement of components subject to obsolescence, due to the arrival
of newer and more competitive components. The problem here is to �nd the optimal replacement strategy of the
older components by the newer. The results lead to very di¤erent strategies, according to whether components
have constant failure rates or not.
The following works are devoted to the numerical estimation of di¤erent quantities in reliability, among which
some are linked to sums of independent random variables, such as renewal functions for instance, and others are
linked to markovian or semi-markovian systems. For each of the studied quantities, simple bounds are proposed,
which are easy to compute. Their precision is adjustable according to some time step and their convergence is
proved. Algorithms are also provided, for their numerical computation.
We are next interested in hybrid systems from dynamic reliability, which evolve according to piecewise deter-
ministic Markov processes (PDMP). For such systems, usual criteria in reliability are generally not available
in closed form, and must be numerically estimated. As those criteria may be expressed in term of the mar-
ginal distributions of the PDMP (the distributions at time t), we here concentrate more speci�cally on their
estimation. With that aim, we �rst characterize them as the single solution to a system of integro-di¤erential
equations. We next start from such equations and propose two �nite volume schemes for their evaluation, one
explicit and the other implicit, which are proved to converge. We then study a benchmark from gas industry,
which we model with a PDMP, and for which di¤erent reliability quantities are computed, �rst by �nite volume
methods, secondly by Monte-Carlo simulations. We also have interest in sensitivity analysis : the data of a
PDMP are assumed to depend on a family of parameters and the problem is to compare the in�uence of the
di¤erent parameters on a given criterium, either in �nite or in�nite time. Such a study is made through the
derivatives of the criterium with respect of the parameters, which we prove to exist and compute.
Finally, we quickly present the PhD work of Margot Desgrouas devoted to the asymptotic behaviour of PDMPs
and give some outlines of a few current works and other projects.
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